PREDMLUVA PREKLADATELE

K obecnému vyznamu vlastni autorovy predmluvy je tézké co dodat. Rad bych vsak
z tohoto tvodniho slova zdiraznil tu cast, ve které J. W. Leech poznamenava, ze v
soucasné literature chybi takovyto pomérné jednoduchy a pritom obsahly tvod do ana-
lytické mechaniky, ktery c¢tenaii poskytuje Siroky obecny piehled, aniz by ho zatézoval
podrobnostmi. Je skute¢né mnoho vynikajicich ucebnic teoretické mechaniky, jmenujme
jen v nasi literatufe vybornou knihu Trkalovu a Brdickovu, které jsou vSak velmi podrobné,
a tudiz rozsahlé. Stane se, ze ¢tenai je mnohdy touto rozsahlosti odrazen a piekonava
pak tézkosti pii dalsim studiu bud jinych partii teoretické fyziky nebo pii studiu riznych
technickych disciplin s jistou nepfesnosti ve znalostech zakladi mechaniky. Tomu méa tato
knizka, nyni uz nikoliv ojedinélé, ale podle mého soudu urc¢enym potiebam stale nejlépe
vyhovujici, odpomoci. Piél bych si, aby ti ze ¢tenairti, kterym tyto pfedlozené zaklady
budou postacovat k dalsimu studiu, napt. ryze technickych disciplin, vzdy v budoucnu
pro osvézeni pameéti po tomto spise sahli a aby ti ze c¢tenait, ktefi budou ve studiu
této discipliny pokracovat, meéli praci se zminénymi podrobnymi ucebnicemi usnadnénu.
Praha, cerven 1968
J. Kracik



PREDMLUVA

V historii vyuky klasické mechaniky se objevuje jedna zvlastnost. Pri studiu atomové
fyziky byla klasickd mechanika ¢astecné zanedbavana, takze to vedlo ke vzniku nespravné
predstavy, ze se fyzik muze naucit zakladim kvantové a statistické fyziky, aniz by znal
klasické zaklady, na kterych jsou tyto discipliny vybudovany. V posledni dobé se situace
zlepsuje prodlouzenim vyuky, kdy se analytické metody mechniky prednéseji k dovrseni stu-
dia. Tomuto predmétu je vénovana rada vybornych knih a jeho elementarni vyklad v mnoha
zakladnich ucebnicich. Do soucasné doby vsak nebylo mozné najit tvodni knihu do kla-
sické mechaniky, ktera by zacatecnikovi poskytla siroky obecny prehled a pritom by ¢tenare
nezatézovala podrobnostmi. Lze ocekavat, ze predlozeny spis tento nedostatek odstrani a ze
experimentalnim fyziktim poskytne dostatecné zaklady pro porozumeéni teorii a u teoretikii
vyvola zdjem o podrobnéjsi studium analytickych metod mechaniky.

Ke cteni tohoto spisu nemusi byt potiebné znalosti z matematiky hlubsi nez ke studiu
zékladnach kursii fyziky. Pro porozuméni kapitolam IX-XI je nevyhnutelnd znalost zak-
ladt kartézskych tenzori. Predpoklada se, Ze ¢tenar znad Newtonovu mechaniku a zaklady
specialni teorie relativity, které jsou ve vykladu zahrnuty. Rovnéz je zde naznacen prechod
ke kvantové mechanice, jinak by se totiz nékteré uvedené vyvody jevily jako samoticelné.
Naproti tomu statistickda mechanika neni probirana, jelikoz jeji zaklady nejsou bezprostiredné
spojeny s tématem knihy. Dale jsou zde zahrnuty velmi potiebné vztahy o pouziti analyt-
ickych metod v mechanice kontinua a specialné v teorii pole. Teorie pole je velmi diilezitou
¢asti soudobé fyziky, avsak systematicky vyklad jejich zakladi neni vzdy dostupny.

Moje nejvielejsi diky jsou urceny Dr. R. O. Daviesovi, Dr. A. J. Manuelovi a panu
K. A. Woolnerovi za jejich kritické pripominky a za pomoc, kterou poskytli pfi sepisovani
rukopisu.

Queen Mary College
biezen 1958
J. W. L.



i. UVOD

Klasickd mechanika studuje nejprve pohyb objekti, kterym se fika hmotné body. Celkovy
popis hmotného bodu v libovolny ¢asovy okamzik se ziska pomoci tii prostorovych souradnic
a udanim skalarni konstanty nazvané hmotnosti bodu. Pojem materialniho bodu nelze zto-
toznit s libovolnou hmotnou castici, avsak pohyb téles makroskopickych rozméra lze casto
presné popsat jako pohyb soubortt hmotnych bodd v udaném smyslu.

Hmotné body se pohybuji v souhlase s Newtonovymi zakony, které lze vyslovit takto:

1. Kazdé téleso zachovava stav klidu nebo rovnomérného primocarého pohybu, pokud na
né neptiisobi néjaka vnéjsi sila.

2. Casova zména hybnosti télesa je tmérna velikosti vnéjsi sily piisobici na téleso a déje se
ve sméru pusobeni této sily.

3. Sily, kterymi dvé télesa na sebe ptisobi, jsou stejné, ale opacného sméru.

Uvedené zakony potiebuji urcitd doplnéni. Konecné schéma lze lehko kritizovat jako
logicky nedostatecné, nebot tyto zédkony ve své formulaci obsahuji takové terminy jako je
hmotnost, hybnost, sila, smér ptisobeni atd., které nebyly dostatecné uspokojivé a nezavisle
definovany. Bridgman, nésleduje Macha, predlozil pokusné urceni hmotnosti a sily, které
by tyto tézkosti castecné odstranilo, avsak tloha urceni smérnice pusobici sily tim feSena
neni. Tento problém nelze na tomto misté dale fesit.*) Budeme zatim pfedpokladat, Ze
tyto terminy jsou intuitivné jasné a ze Newtonovy zakony jsou logickymi formulacemi jejich
vzajemnych vztaht.

N4&s cil bude spocivat v diikaze, ze Newtonovy zdkony lze nahradit jedinym postuldtem
(varia¢nim principem), ktery bude z vice divodii vyhodnéjsi. V mechanice hmotného bodu
je tento postulat ekvivalentni Newtonovym zadkonim. Jeho cena spociva v lehkosti, s jakou
ho mtize byt pouzito pro formulaci slozitych tloh.

Soustavu zalozenou na Newtonovych zakonech lze nazvat vektorovou mechanikou. Pouziva
se zde totiz takovych veli¢in jako je sila, rychlost atd., které jsou podle svého charakteru
veli¢inami vektorovymi. Druha mozna soustava, zavedena Leibnitzem a spojena se jmény Eu-
lera, Lagrangea a Hamiltona, mtze byt nazvana analytickou mechanikou. Zakladni veli¢iny
jsou nyni skalary, nikoliv vektory, a dynamické vztahy se obdrzi prostiednictvim systemat-
ického diferencovani.

Pouziti této analytické metody k jednodussim pripadim lze srovnat s pronajmem letadla
k prechodu ulice. V takovych pripadech je tieba si uvédomit, Ze je snahou podrobné se
sezndmit s novou metodou. Jak se této analytické metody pouziva, vyplyva z formulace
velmi slozitych tloh. Dalsi prednost této metody je moznost jejiho rozsifeni na takové

*) Pro dalsi studium tohoto problému moZno pouzit dila Machova, Bridgmanova a Lindsay-
ova a Margenauova, citovana na konci knihy.



oblasti, jako je klasicka teorie pole a kvantovd mechanika, v kterych jiz nejsou Newtonovy
zakony pouzitelné.

Z estetického hlediska bylo by lepsi z pocatku postulovat zakony mechaniky v jejich obecné
(analytické) podobé a potom dokazat, jak pfi nékterych omezujicich podminkach prechézeji
na Newtonovy zakony. Tento zptisob je dobry, je-li ¢tenar s obecnymi principy obeznamen,
nelze jej vSak pouzit, jsou-li zndmy jen Newtonovy zékony.

Je tfeba zdlraznit, ze pouzije-li se obou metod — vektorové a analytické —, tu rozdil
mezi nimi je ve formulaci pohybovych rovnic. Obycejné je to soustava diferencidlnich rovnic
a v kazdém pripadé konecné stadium feseni vyzaduje zbéhlost v manipulaci s takovymi
rovnicemi. S ohledem na tyto zavéry budou priklady zde probirané rozpracovany obycejné
az k pohybovym rovnicim.

Takovéto predznamenani je nevyhnutelné, aby bylo mozné vyvarovat se kritiky, ktera je
¢asto proti studiu vektorové analyzy namifena. Velmi casto vznika chybny dojem, Ze pomoci
vektorové metody lze fesit vSechny otazky az do podrobnosti; nasledujici rozcarovani muze
vést k predstave, ze hodnota této metody je zvelicena. Pravda je ovSem v tom, ze uziti
vektori vede ke znacnému zkraceni dusevniho tsili pti pfevodu fyzikalnich podminek tlohy
na matematicky zapis. Ve vsech piipadech — s vyjimkou nemnoha piipadii elementarnich
— je nevyhnutelné v nékteré etapé rozlozit vektory na jejich slozky; podstata prace pak
spociva v tom, aby se co nejlepsim zptisobem vybrala soustava souradnic. Podobna situace
je i v analytické mechanice.



ii. ZAKLADNI PREDSTAVY

V této kapitole budou kratce vylozeny ty zaklady mechaniky, které bezprostiedné plynou
z Newtonovych zadkont a které budou obzvlasté dilezité pii dalsim vykladu Lagrangeovy
a Hamiltonovy metody.

Podle Newtonovych zakoni je pohyb systému N hmotnych bod popsan fesenim N vek-
torovych pohybovych rovnic tvaru

d d

FS:&pS:E(erS) (82172a3a7N) (21)

Tyto rovnice mohou byt ale jinak zapsany jako soustava 3N skalarnich rovnic
d d . . )
Fizapz’:a(mimi) (1=1,2,3,...,3N), (2.1)

kde &; = dz;/dt, pfi¢emz poloha kazdého hmotného bodu je udana t¥emi kartézskymi sourad-
nicemi z;. Oznaceni je zde zvoleno tak, Ze tii soutadnice kazdého bodu mayji t¥i indexy jdouci
po sobé. Prvni hmotny bod mé soutadnice z1, r9 a x3 a jeho hmotnost je m; = mg = msg.
Z pocatku bude uvazovana jen kartézska soustava souradnic.

Pro urceni pohybu systému je nutné udat slozky sily a pocdatecni nebo okrajové pod-
minky. V obecném piipadé mohou byt sily libovolné zavislé na case, na souradnicich a jejich
derivacich libovolného fadu. Ale experimentalni pozorovani ukazuji, Zze v tom pripadé, kdy
sily 1ze popsat analyticky, zavisi pfedev§sim jen na soufadnicich a rychlostech bodi. Po-
tom jsou pohybové rovnice diferencialnimi rovnicemi druhého fadu a pro jejich feSeni je
nutné znat dvé pocatecni podminky pro kazdou proménnou x;. Tyto podminky se obycejné
zadavaji jako hodnoty x; a &; v nékterém cCase; mohou byt tedy specifikovany libovolnym
zpusobem. Mnohem vzacnéji jsou udavany jinou formou, kdy hodnota x; je urcena ve dvou
casovych okamzicich t; a t9; v tomto fipadé libovolné zadani poc¢atecnich podminek miize
byt v rozporu se zadanymi slozkami sily. Ve vSech pripadech je pak nevyhnutelna znalost
celkem 6N konstant.

ZAKONY ZACHOVAN(

Casto byva vhodné si uvédomit, Ze na silu, ktera ptisobi na kazdy hmotny bod systému,
lze pohlizet jako na soucet dvou slozek

Fo— F) 4 FO, (2:2)

kde Fff) je slozka celkové sily, vyvolana ptsobenim ostatnich hmotnych bod systému, Fge)
je pak slozka celkové sily, majici ptivod vné systému. Smysl tohoto rozdéleni je v tom, ze pri
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zkoumani systému jako celku a pii pouziti tfetiho Newtonova zakona lze dokazat, ze vzdy
dvé dvojice vnitinich sil se rusi, tj.

N N
F=Y Fs=> FY. (2:3)
s=1 s=1

Se¢teme-li rovnice (2.1) a pouzijeme-li rovnosti (2.3), dostaneme prvni rovnici

N
;Fk(se):zszi(ps):i [zs:ps] :%P’ (2.4)

kde P je celkova hybnost systému.

V ptipadé, ze soucet vnéjsich sil plisobicich na systém je nulovy, je z (2.4) P = konst, coz
znamena, ze celkova hybnost systému se zachovdvd.

Dalsi dtlezitou veli¢inou je moment hybnosti systému. Pro s-ty hmotny bod je moment
hybnosti vzhledem k pocatku souradnic

Mszrsxpszrsxmsiﬂs. (2.5)
Z rovnice (2.1) plyne, Ze
d . d . d
rSXFSZrSXa(msrs)za(rsxmsr'g):EMs, (26)

coz znamena, ze casova derivace momentu hybnosti s-tého hmotného bodu je rovna momentu
sily, ktera na tento hmotny bod ptisobi.
Se¢tou-li se rovnice (2.6) pro vSechny hmotné body systému, vychézi, ze

d d d
zsjrsxl:s:zs:ams:&gms:&m (2.7)

Derivace podle casu z celkového momentu hybnosti systému je rovna souctu momentt
vsech sil psobicich na systém, jak vnitinich, tak vnéjsich. Vliv vnit¥nich sil nezanika jenom
diky tfetimu Newtonovu zakonu. Namisto toho je potfebnd vice omezujici podminka,
vyzadujici, aby vnitini sily byly centrdini, tj. aby jejich sméry byly totozné se spojnici
hmotnych bodi. Po téchto vyhradach se rovnice (2.7) redukuji na

e) _ d ’
Zsjrs < F = 2M. (2.7

7 téchto vysledki dale plyne, ze v pripadé, je-li celkovy moment vnéjsich sil nulovy, bude
M = konst, coz znadi, ze celkovy moment hybnosti systému se zachovava.

Ziskané teorémy zachovani hraji v mechanice diilezitou roli. V nékterych pripadech urceni
veli¢in, zachovavajicich konstantni hodnotu, je pfimo fesenim tlohy.

ENERGIE

Pro zméfteni celkového ucinku sily je prirozené znat integral z této sily podél drahy hmot-
ného bodu, na ktery tato sila pisobi. Z rovnic (2.1) mame

2 2
d, . 1 91°
1 1



Tento kiivocary integral je skalarni velicinou a urcuje prdci, kterou koni sila. V souhlase

s tim, Ze je nutné popisovat pohyb veli¢inami zachovavajicimi konstantni hodnotu, pfedpok-

lada se, Ze tato prace se nashromazduje ve hmotném bodé jako kinetickd energie pohybu.

Veli¢ina %msi'z z rovnic (2.8) je tedy kinetickou energii T, s-tého hmotného bodu.
Provede-li se soucet pres vSechny hmotné body systému, je

2 2
[ Y Fudr=Y [ Fodro= Y| = 7@ - 70, (2.9)
1 s=1 51 s

kde T(2) a T(1) oznacuji koneénou a pocateéni hodnotu celkové kinetické energie systému.
N
V nékterych piipadech soucet Y Fs.drs mize byt vyjadien jako uplny diferencial (—dV'),
s=1
kde V = V(x;) je funkei soufadnic x;. Potom prace vykonand silami neni zavisla na tvaru
trajektorii hmotnych bodt a zavisi pouze na pocatecni a koncové poloze téchto bodt. Takové
sily a odpovidajici jim systémy nazyvame potom konzervtivnimi. PTi tomto omezeni rovnice
(2.9) dava
v L) — (@) 7@, (2.10)

7 tohoto vztahu plyne, ze celkova energie £ = T + V systému se zachovava; pfitom je
ovSem mozna vzajemna zména jeji potencialni a kinetické slozky 7" a V.

Lze ukazat, ze zatimco pojem kinetické energie nepostrada ,realnosti®, nelze totéz tvrdit
o energii potencialni. Potencidlni energie se jevi v jistém smyslu jako fiktivni, urc¢ovana
tak, ze zmény jeji velikosti pfesné kompenzuji né€jaké zmény kinetické energie. Potom ta
okolnost, ze soucet téchto dvou veli¢in zachovava konstantni hodnotu, neni neocekavana.
Le¢ podobné namitky lze mit i k ,redlnosti sil, které lze povazovat za vyvazujici ¢leny
matematickych rovnic. PotiZze jsou v obou pripadech feseny diky tomu, koneénym cilem
mechaniky je popis pohybu systému. Zavadéni novych termini pro libovolné, dobie urcené
veli¢iny spojené s pohybem je pripustné, jestlize je tim usnadnéno feseni uvedené tlohy.
V pripadé, ze rozlicné veli¢iny jsou nazvany energii, nelze pochybovat, Ze tato okolnost
pomahé pri usnadnéni popisu.

Prakticky vyznam pojmu energie je v tom, Ze vSechny mechanicke vlastnosti slozitého sys-
tému lze popsat zavedenim matematické formy omezeného poctu skaldrnich funkci — energii.
Analytickd mechanika umoznuje obecné rozvinuti této myslenky.

PRINCIP MINIMA ENERGIE

V pfedchazejicich ¢astech byl konzervativni systém definovan jako systém, v kterém jsou
slozky sily dany jako

_ oV — Vi,
F;, = oz kdeV =V (x;). (2.11)
Je-li tento systém v rovnovaze, potom
F=o0, . &—0 (i=1,2,3,...,3N). (2.12)
3%

Poslednich 3N podminek je nutnym pozadavkem, aby funkce V' nabyvala stacionarnich
hodnot. Znamena to, ze pfi rovnovaze konzervativniho systému jeho potencialni energie
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mé stacionarni hodnotu. Vyraz princip minima energie je spojen s tim, ze zkoumany stav
rovnovahy je obvykle stabilni, neni to ovSsem obecné nevyhnutelné.

Tento vysledek je obvykle nazvan ,principem®, ale jak uz bylo ukazano, plyne z definice
konzervativniho systému. Jde o jednodussi formu metody analytické mechaniky, pouzitelnou
k dosti ohranicenému poctu tloh, tykajicich se rovnovahy konzervativnich systému.

VAZBY

Je mozné, ze pohyb systému je né€jakym zptisobem omezen vazbami. To muze byt defi-
novano jako geometrické omezeni pohybu. Elementarnim piikladem je matematické kyvadlo,
u kterého je pohyb omezen tak, ze zavazi kyvadla (idealizovatelné jako hmotny bod) zistava
na konstantni vzdalenosti [ od pevného bodu zavésu a. Toto je ptiklad na holonomni vazby,
které lze vyjadrit vazbovou rovnici

(r_ 3)2 = l27

kde r je polohovym vektorem zakonceni kyvadla. Zakladni vlastnosti holonomnich vazeb je
existence jednoho nebo nékolika algebraickyjch vztaht, spojujicich nékteré (nebo vsechny)
prostorové a casové souradnice hmotnych bod systému. Jinym piikladem je tfeba hmotny
bod pii svém pohybu v roviné (nemusi byt v prostoru nepohyblivd) a Atwoodiv padostroj,
v némz dva hmotné body jsou spojeny niti konstantni délky. Tuhé téleso je zvlaste
jednoduchy typ systému s holonomnimi vazbami, ve kterém jsou vzdalenosti mezi vSemi
body neproménné.

Vsechny vazby nejsou holonomni — napf. bod umistény na povrchu pevné koule, jehoz
pohyb je uréovan nerovnosti (r— ry)? > a?, vyjadiujici tu skutecnost, Ze vzdalenost bodu od
stfedu koule (o polohovém vektoru ry) nemtize byt mensi nez polomér této koule. Déle disk s
horizontalni osou rotace rotujici po horizontalni roviné bez tieni je také neholonomni systém,
jelikoz vazba je vyjadfena neintegrovatelnym diferencialnim vztahem obsahujicim soufadnice
bodu dotyku disku s rovinou. (Regeni tohoto ptikladu je v kap. VI.) Jiné tyty neholonomni
vazby nelze ani matematicky vyjadrit. Obecné metody urceni pohybu neholonomniho sys-
tému mohou byt vymysleny jen v tom piipadé, ze (??7?) jsou-li znamy diferencidlni rovnice
vazeb. Ostatni pripady vyzaduji samostatného pojednani a nemusi byt vzdy fesitelné.

Je-li systém podroben m vazbovym podminkam, potom v disledku toho m z ptvodnich
3N proménnych, jez popisovaly systém, se stavaji zavislymi. Mluvi se pak o tom, ze systém
méa pouze 3N —m stupni volnosti. Nékdy je obtizné vybrat zavisle proménné acelné. Pozdéji
ukazem(???), Zze tuto obtiz lze obejit pomoci neurcitych soudinitelti, zavadéjicich symetrii
v Teseni tulohy.

V obecném ptipadé jsou pro zachovani vazeb, jez omezuji pohyb systému, nevyhnutelné
sily. Tyto sily nejsou zpocatku zndmy. Znalost jejich velikosti neni casto dulezita, nebot je
lze obycejné z pohybovych rovnic vyloucit hned zpocatku a nebo pro pripady, kdy tyto sily
nelze vyloucit, jsou znamy metody pro jejich urceni (viz kap. VI). Jestlize vazbové podminky
nezaviseji na case, pak odpovidajici sily, které nejsou nutné konstantni, nebudou béhem
pohybu konat praci. V disledku toho se takovéto vazby obycCejné nazyvaji nepracovnimsi.
Casové zavislé vazby nejsou nepracovni.

Vazby jsou idealizované pojmy zavadéné pro usnadnéni reseni mechanickych problémi.
V obecném pripadé predstavuji vysoce zjednodusené formy slozitych systémi. Takovy je
napi. pripad pohybu hmotného bodu po horizontalni roviné. V realném pripadé byla by
rovina povrchem pruzného pevného télesa a mirné by se deformovala tc¢inkem vahy pted-
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métu. Idealizaci lze pak zavést geometrickou rovinu a spojité realné sily reakci nahradit ne-
spojitymi vazbovymi silami. Takové nespojité sily nejsou Newtonovymi zakony predvidany,
takze je nevyhnutelny novy postulat [predstavovany nerovnosti (2.18)], nez bude mozné je
zahrnout ve vhodnou matematickou soustavu.

ZOBECNENE SOURADNICE

Pti feseni vétsiny matematickych tloh mechaniky nelze dosdhnout tispéchu bez special-
niho vybéru soustavy soufadnic. Vzhledem k jednoduchosti se pouziva kartézské soustavy
nejcasté€ji, neni vsak vzdy nejvyhodnéjsi. Napt. pii zkoumani pohybu hmotného bodu pod
vlivem centralni sily je mnohem vyhodnéjsi rovinnd polarni soustava soutradnic.

Jiné soustavy souradnic budou uvazovany v obecném ptipadé a v dalsim budou stanoveny
vhodnym zptisobem. Souradnice budou oby¢ejné vzdalenosti nebo thly, mohou to byt ovsem
i dalsi veli¢iny, zvlasté podle rozsitenych zobecnéni metod klasické mechaniky. Pohybové
rovnice vyjadiené v zobecnéenych soutadnicich maji rovnéz zobecnénou vnéjsi formu, avsak
kolem nékterych jejich ¢lentt mohou vznikat nejasnosti, totiz je-li mozné na né pohlizet jako
na ,silové“ ¢leny nebo jako na ¢leny vystihujici ,,¢asovou zménu hybnosti“. Ptikladem tohoto
sporu jsou odstrediva ,sila“ a Coriolisova ,sila‘; obé jsou spojeny s otacejici se soustavou
soufadnic. Zadna z nich neni spojena s n&jakym vnéjsim ptisobenim; jsou to fiktivni sily,
vznikajici pii daném zptisobu popisu jako vlastnost pouzité soustavy soutradnic. Pfi vek-
torovém pristupu tyto fiktivni silové ¢leny velmi komplikuji pohybové rovnice. Pfi pouziti
analytické metody se tyto sily objevuji automaticky jako vysledky systematicky provadénych
matematickych operaci; v tom spociva jedna ze znac¢nych prednosti této metody.

Vyhoda zobecnénych soustav soutadnic je i v tom, Ze ve velkém poctu ptipadi vazby jsou
vhodnou volbou soustavy soufadnic automaticky vzaty v tvahu. Je pak zbytecné psat 3N
rovnic a m vazbovych podminek. Tyto ivahy lze dobfe objasnit rozborem pevného télesa,

Vv

tfemi thly.

KONFIGURACN{ PROSTOR

Urceni pohybu jediného hmotného bodu je tilohou mechaniky ve tfech dimenzich. Pii
dvou bodech mize byt kazdy popsan tfemi souradnicemi; také 1ze systém dvou bodi uvazo-
vat jako jediny bod v Sestirozmérném prostoru. Rozdil je pochopitelné pouze v terminologii,
pricemz potize filosofického charakteru lze lehko odstranit, uvazujeme-li toliko Sest promeén-
nych, a nikoliv Sest dimenzi. Nicméné geometricky popis mtze byt velmi jasky a prospésny,
jelikoz k objasnéni diikkazii mtze byt pouzito jednoduchych zobrazeni.

V obecném pripadé tloha o pohybu N hmotnych bodi mutze byt studovana jako tloha
o pohybu jednoho materidlniho bodu po trajektorii v 3 N-rozmérném prostoru. Tento prostor
se nazyva konfiguracnim prostorem. Vazby potom omezuji tento pohyb v néjakém podpros-
toru o mensim poc¢tu rozméri. Tato terminologie je pouzitelnd pro libovolnou soustavu
zobecnénych soutradnic.

PRINCIP VIRTUALN{ PRACE A D’ALEMBERTUV PRINCIP



Je mozné a Casto potiebné predstavit si libovolné okamziky zmény polohovych vektort
hmotnjch bodt systému. Uelem pouziti takovych zmén, kterym se ¥ka virtudini posunuti,
je nalezeni jakési matematické sondy, jez ma odhalit vlastnosti systému. Nekonecéné malé
virtualni posunuti jakéhokoliv s-tého bodu bude oznaceno drs.

Jestlize je systém v rovnovaze, potom pii definici

F,=0 (s=1,2,...,N) (2.13)
plyne, ze
a také
Z Fs.ars - 0. (2.15)
S

Vysledky (2.14) a (2.15) jsou trividlni matematické vyvody, které plynou z definice
rovnovahy systému. Jestlize vsak sily Fs jsou spojitymi funkcemi soutadnic, pak méa rovnice
(2.15) novy fyzikalni vyznam, ktery lze symbolicky vyjadtit jako

SW = 0. (2.16)

Tento vysledek je matematickou formulaci principu virtualni prdace, ktery tvrdi:

nPrdace, vykonand pri libovolném nekonecné malém virtudlnim posunuti systému z rovno-
vazné polohy, je nulovd.“

Jestlize v systému existuji vazby, mohou byt sily rozdéleny na aktivni (nebo vtisténé) sily

(Fga)) a na vazbové sily (Fgc)), takze
F,=F9 + F9. (2.17)
Rovnice (2.15) pak ovSem je

STFYbr+ 3 R sr = 0. (2.15)

Posledni rovnici nelze povazovat za tvrzeni odpovidajici praci virtualnich posunuti, pro-
toze nespojita podstata vazbovych sil je v pojmu vazeb samém. Tuto potiz lze obejit zave-
denim nového postuldtu:

F sr, >0 (2.18)

pro vSechna Jrs slucitelna s vazbami.

Uvedena nerovnost se tyka smérd moznych virtualnich posunuti vzhledem k vazbovym
silim. Jeji opravnénost lze ovérit na takovych elementarnich prikladech systémt s vazbami,
jako je nepohyblivy hmotny bod na horizontalni roviné; v tomto pripadé jedinymi posunutimi
hmotného bodu, slucitelnymi s vazbami, jsou posunuti podél roviny nebo od ni vzhiru.

Spojime-li vztahy (2.15") a (2.18), je

S FY b, <0, (2.19)

Jediné sily, které zde vystupuji, jsou aktivni sily, které plisobi na systém a které lze po-
vazovat za spojité funkce souradnic. Je tedy mozné jesté jednou interpretovat tento vysledek
jako tvrzeni, které se tyka prace vykonané aktivnimi silami p¥i posunuti v souhlase s vazbami:

oW =% FY.6r, <0, (2.19))
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Jestlize nyni zavedeme takova virtualni posunuti, ktera jsou z geometrického hlediska
vratnd (oznacend jako 0'), bude (2.19)

> Fga).érs <0

Z F(a ~'rs) < 0.
Tyto vyroky jsou slucitelné jen tehdy, kdyz

> F9 §r, = 0. (2.20)

Posledni vyraz je zobecnénd forma principu virtudlni prdace, ktera tvrdi:

wPrdace, vykonand aktivnimi silami pusobicimi na systém pri vratnych nekonecné malych
virtudlnich posunech slucitelngch s vazbami z rovnovazné polohy, je nulovd.”

Jelikoz pohyb systému je omezen vazbami, nebudou vSechna §'rgs nezavisla. Z toho plyne,
ze na rozdil od vysledku vztahujiciho se k rovnici (2.15) nelze z rovnice (2.20) dojit k tomu,

ze Fga) = 0. Le¢ v mnoha p¥ipadech lze pfejit k soustavé zobecnénych soufadnic (oznacenych
q;), v které se rovnice vazeb uvazuji automaticky. Pak vztah (2.20) mtze byt psan jako

S QWarg = 0. (2.20)

V tomto piipadé se pocet zobecnénych souradnic shoduje s poctem stupind volnosti sys-
tému, tj. vSechna zobecnénd virtudlni posunuti ¢’¢; jsou na sobé nezavisla. Pak z (2.20)
plyne, ze

Q=0 (2.21)

Do této doby vylozené tivahy se vztahovaly toliko k systémtim, jez byly v rovnovaze.

Pohybujici se systémy mohou byt k nim rovnéz piitazeny zobecnénim diitkazu. Diive nalezené

pohybové rovnice byly

Fo= S (msis), (2.1)

tj.

FS msrs)—o

d
dt(
Tak jako dfive, i nyni pro libovolné virtualni posunuti je

> (F- < (ms) ) o, =0, (2.22)

S

Sily Fs lze rozdélit na vazbové a aktivni, takze
Z F 5ry + Z (F<“ msrs)) Srs=0. (2.22))

Omezime-li se na posunuti slucitelna s vazbami, lze nanovo postulovat, Ze

) 5r, >0, (2.18)
11



z ¢ehoz a z (2.22°) plyne, Ze
3 (/—*;L) _ éit(msi‘s)> b1y <0. (2.23)
s
Dalsi omezeni tykajici se vratnosti virtualnich posunuti dava:
3 (Ff,,“) - ((ft(ms'rs)> 3'rs =0. (2.24)
s

Zde opét nelze cokoliv tvrdit o veli¢inach v zavorce, protoze pritomnost vazeb nedovoluje
posuny povazovat za nezavislé. Tuto potiz je prece jenom mozné v nékterych ptipadech
prekonat pfechodem na vhodnou soustavu zobecnénych soufadnic. Obecny zptisob, pomoci
néhoz je mozné tento prechod uskutecnit, bude vylozen v néasledujici kapitole jako podstatna
¢ast analytické metody.

Prvni ¢len formule (2.24) 1ze opét ztotoznit s praci vykonanou za dobu virtualniho po-
sunuti. Smysl druhého €lenu je pomérné sporny. Obyéejné namisto (—dmsks)/dt se pise
veli¢ina Iy, které se ¥ika setrvacnd sila (inercidlni). Rovnice (2.24) je pak

SOFY 4 1).6m = 0. (2.25)

S

Tento soucet aktivnich a setrvacnych sil nazveme silami efektivnimi. Pomoci téchto
novych definic 1ze dojit k néasledujicimu tvrzeni:

,Celkova prace, vykonana efektivnimi silami pri vratném nekonecné malém wvirtudlnim
posunu libovolného dynamického systému, je nulova.”

Minulé tvrzeni je znamé jako d’Alembertiv princip. Jeho slovni formulace byla naznacena
ponékud umélym rozborem nékterych c¢lent jako setrvacnych sil a je mozné pochybovat, ma-
li zde vyraz ,vykonand prace® jakykoliv redlny smysl. Nicméné se to jevi jako nedilezita hra
se slovy. Tvrzeni tohoto principu dokazuje opravnénost vztahu (2.24). Posledni princip se
skutecné jevi jako nejobecnéjsi tvrzeni v celé mechanice hmotnych systémil a vSechny dale
uvadéné principy, véetné principu Hamiltonova mohou byt z ného odvozeny.

Pohybové rovnice Newtonovy lze rovnéz odvodit z rovnice (2.24), ale, a to je patrné z
vykladu, obracené odvozeni tohoto principu z pohybovych rovnic vyzaduje pfijeti nového
postulatu, vyjadfeného vzorcem (2.18). To se ale rozchazi s nazorem, ze celd mechanika je
zalozena na Newtonovych zakonech. Potiz je v samé podstaté vazeb. Pro vypocty se pouziva
takové idealizace, ze se dochazi ke nespojitym silam. Koneconcti takova byti v pirirodé nejsou,
i kdyz se k nim readlné podminky mohou priblizovat. Je-li takova idealizace vitana, pak pro
jeji zahrnuti v obecny popis*) je nevyhnutelny dopliiujici postulat, lezici mimo Newtonovu
soustavu. Lec¢ terminu ,,Newtonova mechanika“ bude ¢asto pouzivano v tak sirokém smyslu,
7e bude zahrnovat jak d’Alembertav princip, tak Newtonovy zakony.

D’Alembertova principu se cCasto pouziva jako prostfedku k urceni vazbovych sil.
Bezprostredné to neni mozné, jelikoz sam obsah principu specialné takové sily vylucuje.
Zpisob je zalozen na zavedeni druhého systému, ve kterém se jedna nebo nékolik vazbovych
sil zaménuje aktivni silou. Tu je mozné vypocitat pii uskutec¢néni virtualniho posuvu
systému. Takto obdrzend hodnota pak predstavuje vazbovou silu v ptivodnim systému.

*) Druhy pohled je takovy, ze vztah (2.18) je mozné odvodit z Newtonovych zdkont pfi
vyuziti néjakého limitniho procesu. Casto je to pfipustné, ale neni-li obecny dikaz, je lepsi
vztah (2.18) povazovat za nezavisly postulat.
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Obratime nyni pozornost na specialni pfipad rovnice (2.24). Predpokladédme, Ze virtualni
posuv splyva se skute¢nym posuvem systému za dobu dt. Potom

§'rs = irdt, (2.26)
pfitom (2.24) nyni je
> (F) Gyt nde =,
tj.
S F dr, - % (Z ;msi%) dt = 0. (2.27)
5 5
Vyraz Z%msi‘g je zfejmé kinetickd energie T' systému a za pfedpokladu, Ze systém je
konzervatif/ni (t]. Fga) = —VsV), nabyva nyni vyraz (2.27) vzhledu:
d(V+T)=0. (2.28)

Tento vyraz tvrdi, ze celkova energie systému se béhem pohybu neméni, coz znamena, ze
princip zachovani energie byl nyni znovu ziskan jako zvlastni pripad d’Alembertova principu.
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iii. LAGRANGEOVY ROVNICE

Cilem této kapitoly je poskytnout metodu pro sestaveni pohybovych rovnic, ktera bude
odlisnd od metody Newtonovy. Na zakladé energetickych vyrazi sestavime pokud mozno
vSechny rovnice; pouzijeme piitom zobecnénych soutradnic, s nimiz budeme pak moci praco-
vat v libovolném systému.

KONZERVATIVN] SYSTEMY BEZ VAZEB

Pro systém N hmotnych bodi je 3N pohybovych rovnic typu
d

Fy = g (mit), (3.1)
pri cemz kineticka energie systému je
1 .
T = Z §miw%. (3.2)
1
Z téchto dvou rovnic plyne, ze
d /oT
P1i konzervativnim systému jsou slozky sil F; dany vztahy
oV
F=-3L. (3.4)
kde V =V (z;) je potencidlni energie systému. Z toho (3.3) nyni je:
d (0T oV
(o) = o &9

Tato rovnice jiz ¢astecné odpovida shora stanovenym pozadavkim, aby totiz pohybové
rovnice byly vyjadfeny pomoci dvou skaldrnich funkei 7" a V. Nasledujici postup spociva
v zaméné kartézské soustavy soutadnic zobecnénymi souradnicemi.

Necht je v této soustavé charakteristickd soufadnice oznac¢ena jako g;, pfi cemz v obecném
pripadé

qzqu(l'l,llfg,,$3N,t)5qz($3,t), (Z(n6b0]7)21,2,73N) (36)
Zahrnuti zavislosti ¢; na t je vhodné, jelikoz to mize byt zadouci pii zkoumani pohybujici
se soustavy soufadnic.
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Vzhled rovnic (3.5) jiz podnétné pfipomind zminénou obecnou metodu a odpovidajici
derivace v novém soufadnicovém systému. Nejprve

or 5 8@
g >y D4 (3.7)
Zavedenim inverznich*) vztaht k (3.6)
zj=x(q;t) (3.6')
lze dospét k vyraztim
dz; 0x ; 0x;
=_J) — J J
Ti =% ;aql T
odkud
an aQZ .
Vztah (3.7) nyni lze psét takto:

Derivovanim poslednich vztahii podle ¢asu dostavame*)
d (oT\ . (%j : Oxj\| _
i (o) > [mjxjaqi " (8% -

_leaqz al(; )] Qi+ 85, (3.10)

1
kde .
QizZFja—q‘Z. (3.11)
J
Veli¢iny @); lze oznacit za slozky zobecnénych sil. Jestlize je navic systém konzervativni,
potom

Zj B = O (3.11)

a rovnice (3.10) nyni jsou
d 0T\ _ar oV ,
dt <85]i> ~ Oq;  Og;’ (810)

obsahuji uz jenom derivace skalarnich veli¢in 7" a V. Pfi zobecnéni se tedy objevily, kromé
¢lenti z rovnic (3.5), ¢leny 9T'/0q;. Je to zobecnéné forma takovych ¢lenti, jako je odstiediva

*) Existence takovych inverznich vztahti je predpokldddna. Matematicky tomu nemusi tak
byt, ale ve vSech fyzikalné zajimavych ptripadech je tento predpoklad opravnény, vyjma snad

u omezeného poctu singularnich bodi.
*) Poznamenejme, Ze d (896 ) Z (am ) + (3%) =0 (Z 0rj +amj> = %%
d: \ g Ja, ap dq; dq; - Wka ot 3q;

K3 K3
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sila nebo Coriolisova sila, které se obycejné nazyvaji fiktivni. Jejich vznik lze pfipsat na tkor
kiivosti souradnych ploch a zanikaji identicky pro jakoukoliv kartézskou soustavu.

Rovnice (3.10%) lze napsat v kompaktnéjsi formé zavedenim nové funkce L, zvané La-
grangeova funkce a dané vztahem

L=T-V. (3.12)
Rovnice (3.10’) nyni jsou
d (OL\ 0L
ar(53) = or (3:13)

nebot podle definice 9V/9¢; = 0.

3N rovnic (3.13) 1ze povazovat za pohybové rovnice systému, jelikoZ jsou jinym vyjadienim
rovnic (3.1). V této podobé pak vlastnosti systému vyjadiuji elegantnéji a jednoduseji. Je
nutné poznamenat, Ze omezeni na konzervativni systémy stale plati. Obecny piipad je
dan vztahem (3.10), ktery je zdokonalenim prvotni formulace Newtonovych zakont, jelikoz
¢leny, vyjadiujici fiktivni sily (a zpusobujici tézkosti pfi svém vyjadfeni), stanovi se zde
automaticky vypoctem derivaci 97'/0g;. Je ovSem nevyhnutelné jesté zvlast stanovit kazdou
slozku zbyvajicich sil.

NEKONZERVATIVNI SYSTEMY

Predpokladejme, Ze komponenty zobecnéné sily lze zadat ve tvaru
. d (8]\/[ ) oM

Qi-& 95 )~ 0g (3.14)

kde M = M (q;, q;,t) je néjaka funkce ¢asu, souradnic a jejich derivaci. Potom (3.10) lze psat
jako

d (OL\ OL
je-li
L=T-M. (3.15)

Bylo by mozné predpokladat, ze omezeni, zavedené vyrazem (3.14) na tvar funkéni zavis-
losti slozek @), je prili§ silné na to, aby mohlo slouzit jakémukoliv uzitecnému cili. Ve
skutecnosti se vSak timto zpiisobem zahrnuje velmi vazny pfipad pohybu nabitych castic
v elektromagnetickém poli. Ve vektorovém oznaceni je sila piisobici na c¢astici o naboji e
déna (pfi Gaussové soustavé jednotek) Lorentzovym vyrazem

F:e<E+iVxB>; (3.16)
v této podobé vyjadfena sila nemé vzhled vzorce (3.14), lze to vSak ucinit zavedenim

skalarniho potencialu ¢ a vektorového potencialu A, které popisuji pole jinou formou. Plati,
ze

B=vVvxA
(3.17)
77
B 10A
E=-vVyp- COE
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Pomoci téchto potencidlti ¢ a A slozky Lorentzovy sily po nékterych upravach nabyvaji

tvaru: 49 5 )

coz ale odpovida (3.14) v kartézskych soutadnicich. Zbyva nyni pfejit na zobecnéné soufad-
nice. Substituce M = e ((,0— %V.A) do (3.11) poskytuje pro slozku zobecnéné sily tento
vyraz:

_ Oxj doM oM\ dx;
J J
s d (OMOx;\ OM d (Ox;\ OM O,
Pouzije-li se (3.8), je déle

B d (oM di; OM Oij  OM Oxz;\|
= %: L“ (3%0%> B (05% dqi " 0x;0q; )|

Cd oMY oM
- (o)~ @19
jelikoz

Posledni vysledek je ve shodé s potfebami (3.14). Nyni vyhovuje Lorentzova sila tém
obecnym pozadavkim, jez umoznuji jeji zarazeni do Lagrangeova formalismu. Pohybové
rovnice ¢astice (nabitého hmotného bodu), kterd se pohybuje v elektromagnetickém poli,

nyni jsou
d (0L\ 0L
i (53) 7 =° (313)
kde )
L:T—M:T—e(go—cv.A>. (3.20)

VAZBY

Zatim jsme predpokladali, ze vSech 3N sofadnic popisujicich stav systému N hmotnych
bodtl je nezavislych. Systém muze byt ovsem omezen vazbami, takze pocet stupnt volnosti
bude mensi nez 3N. Sily potiebné pro realizaci vazeb se pfi pohybu systému méni a nemohou
byt urceny potud, pokud neni zndm samotny pohyb. V disledku toho je tézké rozpoznat,
jak je mozné je zahrnout v potencialni funkci, z které, jak Lagrangeovo pojeti predpoklada,
se sily odvozuji.

Jsou-li vazby holonomni, mohou byt do Lagrangeova formalismu zahrnuty. V tomto
ptipadé je tieba pouzit d’Alembertova principu. Z (2.24) miize byt tento princip vyjadien
takto:

3 [F}‘L) - %(miji) Sx; =0, (3.21)

1
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kde F i(a) jsou slozky vtisténych sil (tj. vylucuji se vazbové sily). Explicitni pfipusténi vrat-
nosti nekone¢né malych posunuti zde neni, jelikoz je obsazeno v podmince holonomnosti
vazeb.

Jelikoz dx; jsou podrobeny rovnicim vazeb, nemohou byt vSechny libovolné, takze neni
mozné kazdy koeficient rovnice (3.21) polozit rovnym nule. Predevsim je tedy nevyhnutelné
prejit k takovym souradnicim, které by se mohly ménit nezavisle na sobé. To lze uskutecnit
nasledujicim zpiisobem.

Necht vazbovymi rovnicemi (podle diivéjsiho predpokladu jsou vazby holonomni) je r
rovnic typu

fi(z;, ) =0 (1=1,2,3,...,7). (3.22)

Libovolnych 3N funkci veli¢in x; a t dava soustavu zobecnénych soufadnic pifi podmince
jednoznaéného feseni pro x;. Zvolme jako prvnich r funkei z této soustavy r funkei f;(x;,t),
vystupujicich v (3.22) a zbyvajicich n = 3N —r libovolnym zptsobem, tj.

QZ(xwt):fl(xz?t)(: O), (121,2,3,...,7’), (323@)
q(x;,t) = Fy(z;,t), (I=r+1,r+2,...,3N), (3.23b)

kde Fj(x;,t) nejsou identicky rovny nule.

Pomineme-li nulové podminky, tu rovnice (3.23) urcuji obecnou transformaci souradnic
mezi dvéma soustavami 3N proménnych. V libovolném fyzikalné zajimavém piipadé mohou
byt tyto rovnice vyreseny, piicemz dostaneme

Jelikoz toto je obecnd, nikoliv zvlastni transformace soutadnic, lze nyni pouzit obecného
dikazu z prvni ¢asti této kapitoly k pfepisu rovnice (3.21) do podoby

3N
(a)_d<3T>+3T}5:o 3.25
X[ - 5 (5g,) * i om0 42
kde 9
a a) 9T
Qz('):ZFi( )aiqu (3.25")

1
Vezmou-li se nyni v ivahu vazbové rovnice (3.22), tu prvnich r ¢lent souctu (3.25) bude
totozné nulovych, jelikoz odpovidajici d¢; jsou rovnéz nulové. Zbyva tak

3N
() d (oT ) W} S
i:;l {Qi pr (8% n 5g; = 0. (3.26)

Trebaze je tento vztah vzhledové podobny rovnici (3.25), zasadné se od ni lisi, jelikoz
vsechny n = 3N — r soufadnice ¢; jsou nezavisle proménné. Koeficienty pfi dg; lze tudiz
polozit rovné nule. Z toho
d (GT) ar

Qz(a)_E 5 a—q_O, (i=r+1,r+2,...,3N). (3.27)

Tyto rovnice jsou formalné identické s rovnicemi (3.10) a pii stejnych omezenich mohou

byt psany jako

d /OL\ oL . ,

dt((%)_aqi, (i=r+1,7+2,...,3N). (3.27")
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Takto jsme ukazali, ze i pii holonomnich vazbach mohou byt pohybové rovnice psany
v Lagrangeové formé. Dalsi rozsifeni je mozné jen na takové neholonomni piipady, kde jsou
vazby vyjadieny neintegrovatelnymi diferencialnimi vztahy. Rozbor tohoto piipadu odlozime
az do zkoumani varia¢nich principu v kapitole VI. Pak bude mozné vyloZit i zptisob (metodu
neurcitych soucinitel) urceni velikosti vazbovych sil.

RAYLEIGHOVA DISIPACNI FUNKCE

V mnoha systémech piisobi disipacni sily. Tento termin se vztahuje k takovym procestim,
jako je treni, pii nichz systém ztraci energii. V principu by dostatecné podrobné zkoumani
dovolilo urcit tyto sily v podobé, ktera by umoznila jejich popis metodou do této doby
studovanou. To by vSak vedlo k nezadoucim komplikacim, takze je lepsi zkoumat tyto sily
z fenomenologického hlediska.

Experimentalné bylo shledano, ze disipac¢ni sily se v mnohych pripadech méni se slozkami
rychlosti podle jednoduchého vztahu:

F9 = ki, (3.28)

(3

kde k; jsou konstanty. Tyto sily mohou byt zahrnuty v nas analyticky popis pomoci nové
velic¢iny — disipacni Rayleighovy funkce, dané vztahem

R= %Zki:tg, (3.29)
z které 9R
F@—_ o5 (3.30)

Za predpokladu, ze systém muze byt po ostatnich strankach popsan Lagrangeovou
metodou, pohybové rovnice v kartézskych souradnicich pak jsou
TCANCIN.

Pri transformaci na zobecnéné soufadnice jsou slozky zobecnéné disipacni sily dany jako

QEd)ZZ j ZJJ@Q

= 0. (3.31)

J (3.8)

bude
. Ot OR
—%:k’jxj 9, — 0 { 22’% y] =05
Kombinujice tento vysledek s vysledkem transformace nemodifikované formy pohybovych
rovnic (tj. pfi vylouceni disipa¢nich sil) dostéavame:
d (3L> _OL  OR
9q;)  0q;  0q
Takto je vidét, ze disipacni systém muze byt pfi odpovidajicich okolnostech popsan
rozsitenymi Lagrangeovymi rovnicemi.

~ 0. (3.33)
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iv. POUZITI LAGRANGEOVYCH ROVNIC

V této kapitole je Lagrangeovou metodou zkouméano ne€kolik vybranych tloh. Jelikoz
snahou této metody je poskytnout tcelné odvozeni pohybovych rovnic, nebude viibec nutné
sledovat vSechny podrobnosti pohybu. Zkoumané tlohy nevycerpavaji samy vSechny mozné
pripady. Nasim cilem je dat nazornou predstavu o pouziti Lagrangeovy metody studiem
nékolika vybranych piikladt, které 1ze po pravu povazovat za zajimavé.

Velké tézkosti pri feseni libovolné tlohy z mechaniky jsou spojeny s vybérem takové sous-
tavy souradnic, ve které by pohybové rovnice mély tvar nejvice vyhovujici dalsim potfebam.
To je stejné dobfe pouzitelné jak k Lagrangeové metodé, tak i k liobovolné jiné metodé. Neni
zadného pravidla pro vybér takovéto soustavy souradnic, takze obvyklou metodou je metoda
zkousek a chyb. Pro nedostatek mista vynechame pii vybéru soustavy souradnic chyby, takze
budeme pouzivat jen takové soustavy souradnic, které se po predchozim zkoumani ukazaly
jako vyhovujici.

Je nutné poznamenat, Ze v mnohych pfipadech se pouziva tzv. cyklickych (skrytych)
soufadnic, umoznujicich jednoduché ziskani prvnich integrald odpovidajicich pohybovych
rovnic. To vede k velkému zdokonaleni postupu, jenz bude podrobné probran v souvislosti
s Hamiltonovou metodou v nasledujici kapitole.

CORIOLISOVA A ODSTREDIVA SfLA

vvvvvv

jednodussi, ovsem jindy, jako v pfipadé pohybu télesa v zemské atmosfére, je to nevyh-
nutelné.
Uvazujme transformaci soustavy Ozyz na soustavu Oz’y’z’, otacejici se ithlovou rychlosti
w kolem osy Oz. Transformacni rovnice jsou:
r = 1x'coswt — gy’ sinwt,
y =y’ sinwt + 3 cos wt, (4.1)
z=z.
Kineticka energie hmotného bodu je:

T= %m(jsz +i 27 = %m(ﬁc’z +i?) + 22+

G 1
+mw(z'y - 3'y') + QmwQ(Q;’Q +y?). (4.2)

Dtive se dospélo k tomu, Ze ¢len 0T/Jq; z Lagrangeovy rovnice lze povazovat za fiktivni
silu vznikajici vlivem vlastnosti dané soustavy soutadnic. V tomto ptipadé to je

“f " 2.
S = Wy +mwt (4.3)
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s odpovidajicim vyjadienim pro 07 /0dy’ (0T /0z' = 0).

Dva ¢leny vyrazu (4.3) lze ztotoZnit se slozkami poloviny Coriolisovy sily, resp. odsttedivé
sily. Zbyvajici polovina slozky Coriolisovy sily se ziskd z ¢lenu d(07'/0t)/dt Lagrangeovy
rovnice.

Nebudeme zkoumat zadnou dil¢i tlohu tykajici se Coriolisovy nebo odstiedivé sily; nasi
snahou bylo pouze ukazat, jak je lze prosté z Lagrangeovych rovnic obdrzet. Lisi se to
od druhé, vektorové metody, ktera je principialné rovnéz pouzitelna, avSak pfi které casto
vznikaji tézkosti, zvlasté co se tyce znaménka.

PROBLEM DVOU TELES

Pohyb systému slozeného ze dvou hmotnych bodt, jejichz polohy jsou urceny polohovymi
vektory ry a ry a na které piisobi pouze konzervativni sily, 1ze popsat nasledujici Lagrangeovou
funket:

1
2

Kinetickéa energie mtize byt jinak psana jako

L:T—V: mli‘%+%m2rg—V(r1,r2). (44)

. 2
=L i (4.5)
2 2
kde

r=ry—r (=vektor vzddlenosti ¢astic),
R= N ok (= poloha tézisté systému),

my + mo (4 1)
U= O UL (= redukovand hmotnost systému) '

mi + Mo ’
M =mq 4+ mo.

Tento zptsob popisu nés privadi k systému, ktery je tvofen hmotnym bodem (o hmot-
a hmotnym bodem o redukované hmotnosti systému, nachazejicim se v misté r = ry — ry.
Ovsem jde o umély model. Jeho smysl spoc¢iva v tom, ze pfi obvyklych omezenich ¢len
Lagrangeovy funkce, rovny potencialni energii, je rozlozitelny do dvou slozek, podobné jako
je tomu v rovnici (4.5). Potom méame

V= TA(R) + V(R). (4.7)
Predpokladame-li opravnénost tohoto vztahu, lze lagrangian L psat jako
L=1Li+ Loy, (4.8)

kde (???) a pohyb ptvodniho systému dvou hmotnych bodt v interakci se prakticky rozklada
na nezavisly pohyb dvou nezavislych systémti. Takové rozlozeni obycejné zjednodusuje reseni
ulohy.

Rozlozeni dané (4.7) plati i v piipadé, kdy vnéjsi sila, ptisobici na systém, neexistuje,
i v pripadé, kdy tato vnéjsi sila, vztazena k jednotce, existuje a je stejné pro kazdy hmotny
bod. Jak uz bylo feceno diive, tato omezeni se vyskytuji casto, takze ma smysl zkoumat
tuto tlohu v této podobé.
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Je malo zajimavé sledovat dale pohyb systému, dany funkci Ls. Je tucelnéjsi hovorit
o prvni slozce s doplnujicim omezenim:

Vi(n=Vi(r) (r=1n), (4.10)

tj. pfi pohybu pod vlivem centralni sily.
Pouzije-li se sférickych souradnic, je

P = (12 + 1202 + 12sin? ©¢?), (4.11)
odkud )
Ly = 5/‘(7'“2 + 7202 4 r2sin? O¢2) — V4 (r). (4.12)

Z uvedeného je vidét, ze veli¢ina ¢ je cyklickou souradnici, tj. nevyskytuje se explicite ve
vyrazu pro L;. Potom odpovidajici Lagrangeova rovnice

doL_or
dtdp Oy
dostava velmi jednoduchy tvar
%(,urz sin? ©) = 0. (4.13)
Bezprostiedni integrace poskytuje
pr? sin® ©¢ = konst., (4.14)

pricemz tuto veli¢inu lze identifikovat jako moment hybnosti vzhledem k polarni ose, a jak je
patrné, je konstantni pfi urc¢itém vybéru této osy. Jestlize je polarni osa zvolena tak, ze ma
na poc¢atku smér polohového vektoru r, tu © = 0, tj. konstanta v rovnici (4.14) je rovna nule.
V priibéhu dalsiho pohybu r a © v obecném piipadé budou mit nenulové hodnoty. Z toho
plyne pro dalsi platnost (4.14), Ze veli¢ina ¢ musi byt nulova. To ale znamena, Ze po celou
dobu pohybu polarni osa a smér pohybu budou lezet v jedné roviné. Potom lze zadanou
tlohu dobfe Tesit v rovinné polarni soustavé souradnic, pricemz tato rovina obsahuje vektory
r a r. Lagrangian je potom dan vztahem:

Ly = (i +1262) ~ Vi(r). (4.15)
V tomto novém zapisu je © cyklicka soufadnice a feseni odpovidajici pohybové rovnice je
(20 = konst. (=1). (4.16)

Z posledni rovnice plyne, Ze se nastavi neproménny moment hybnosti vzhledem k ose,
prochézejici pocatkem soufadnic a kolmé k roviné souradnic. To je ve skuteCnosti druhy
Keplertuv zakon pohybu planet a je disledkem zavedeni centralnich sil.

vvvvvv

. : 0 12 0
pi = pre? — Wvl(r) = s Wvl(r) =

-2 [Qli;+m(r)]. (4.17)
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Na tuto rovnici lze pohlizet jako na pohybovou rovnici hmotného bodu pii pohybu po
pfimce vlivem upraveného potencialu daného vztahem:
) 12
Vi(r) = 22 + Va(r). (4.18)
Dalsi postup jiz vyzaduje pfedpoklady o konkrétnim tvaru funkce Vi(r).
Vyse provedena odvozeni ukazuji dilezitost vybéru soustavy souradnic pro nalezeni téch
vlastnosti tlohy, které 1ze nazvat zakony zachovani. Ackoliv tyto zdkony neptedstavuji tplné
feseni tlohy, predstavuji nicméné jeji podstatnou cast.

LARMORUV TEOREM

Na pohyb elektronu v poli kladné nabitého jadra lze pohlizet jako na klasickou tlohu dvou
téles. Jelikoz jsou vnéjsi sily nulové, jsou podminky predeslého prikladu splnény a pohyb
se deli na dvé samoatatné ¢asti. Zavedeni vnéjsiho magnetického pole méni stav, protoze
vnéjsi sila vztazena k jednotce hmoty nebude stejné pro kazdy hmotny bod a nebude tudiz
hmotnych bod.

Uvéazime-li ale mnohem vétsi hmotnost jadra, lze s dostatecnou presnosti povazovat toto
jadro za nepohyblivé a sledovat pouze pohyb elektronu. Pak jde v podstaté o pohyb jen
jednoho télesa. Z tvah posledni kapitoly plyne, ze ptisobeni magnetického pole na elektron
je zé&vislé na rychlosti prostfednictvim vyrazu (—£v.A), ktery je v lagrangianu; coulombovské
pfitahovani jadra je vyjadieno funkci V (r) = —Ze?/r. Takto je

L=T-V(r)- gv.A. (4.19)

Piedpokladejme, ze magnetické pole je rovnobézné s osou z a ma konstantni intenzitu
Hy; mozna soustava kartézskych slozek vektoru A pak je:

Ap=—3Hyy, Ay=3Hyr, A.=0, (4.20)
Pro teseni této tlohy jsou nejpfihodnéjsi cylindrické souradnice. Prejdeme-li k nim, je
A,=A.=0, Ag=_LHp. (4.20')
rovnice (4.19) pak je
L= %m('@2 + 02024+ 32)_V(p,2) - EQG%H()Q. (4.19")

Odtud plyne, ze O je cyklickd soufadnice; integrace odpovidajici pohybové rovnici posky-
tuje
2 (6 eHy\ _
mo (@ 2mc> = konst. (4.21)
Jak bude patrné z nasledujicich uvah, tento vysledek opét vyjadiuje zachovani momentu
hybnosti, a¢ zde jenom jeden ¢len m 02O méa takovéto vlastnosti. Pro dalsi potfebu je vyhodné
uskutecnit nasledujici transformaci soutadnic:
€H0

0o=0, z=2, O©=a-+uwy, kde Wy = 5o (4.22)
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Transformovany lagrangian je:

L= LR + 0262 + 22) V(0. #) - tmoPuh, (4.23)

Neexistuje-li pak magnetické pole H, ptivodni lagrangian je

L= 1m(@* + 26 + 32) - V(0. 2). (4.24)

Vyrazy (4.23) a (4.24) jsou az na ¢len (—%mg’ng) stejné. Lze dokazat, ze pomér velikosti

tohoto ¢lenu k velikosti ¢lenu (%m92@2> pti Hy ~ 10%0ersted je fadoveé 10-12. Lze tedy i pii
velké pFesnosti tento ¢len zanedbat a pokladat lagrangian (4.23) a (4.24) za totozné. Z toho
plyne, ze pohyb systémi popisovany obéma lagrangiany je totozny. Fyzikalné to znaci, ze
pohyb elektronu v homogennim megnetickém poli vzhledem k otacejici se soustavé souradnic
je shodny s pohybem v nepohyblivé soustavé souradnic a bez pole. Tento vysledek lze
vyjadrit tvrzenim, ze systém systém pod vlivem pole vykonava precesni pohyb s konstantni
thlovou rychlosti wy.

Je nutné poznamenat, ze ve skutecnosti jsme jen dokézali, ze mozné stavy pohybu dvou
systému jsou stejné. Lze ale také dokazat, ze pfi postupném vytvareni magnetického pole
systém zachovava sviij stav pohybu vzhledem k soustavé souradnic, otacejici se s odpovidajici
thlovou rychlosti.

Tento vysledek muiize byt rozsifen na viceelektronové systémy, jejichz elektrony se pohybuji
v poli centralnich sil vyvolanych jedinym jadrem. Toto ma pak Siroké pouziti v mikroskopické
teorii magnetickych vlastnosti hmoty.*)

SYMETRICKY VLCEK

Otécejici se vlcek je prikladem pohybu tuhého télesa. Tuhé téleso je systém, ve kterém
holonomni ¢asové nezavislé vazby omezuji maximalni pocet stupni volnosti na Sest; v pred-
lozeném pripadé se tento pocet zmensuje na tti v diisledku toho, ze pozadujeme, aby se noha
vicku dotykala podlozky v jednom pevném bodé. Zanedba-li se tfeni, které mtize na vlcek
pusobit, l1ze systém pokladat za konzervativni; jedinéd vtisténa sila je vaha vicku, piisobici

Vazby jsou uvazeny automaticky zavedenim momentt setrvacnosti a deviacnich mo-
mentt vlcku do pohybovych rovnic. Jsou to kvazigeometrické veli¢iny a jestlize vyuzijeme
soumeérnosti vlicku, musime jeho osu soumérnosti ztotoznit s jednou z os kartézské soustavy
soufadnic. Pak budou devia¢ni momenty nulové, ¢imz vypadnou z tvah. V obecném
pripadé se bude osa soumeérnosti v prostoru pohybovat, a tak je nevyhnutelné stanovit
spojeni pohybujici se soustavy s nepohyblivou. Vhodnymi parametry pro popis polohy
systému jsou, jak znamo, Fulerovy wuhly. Jsou tfi: thel © je tthlem mezi osou soumérnosti
vl¢ku Oz’ a nepohyblivou vertikéni osou Oz, 1 je tthel mezi Oz (nepohyblivou v prostoru)
a Ox', coZ je prisecnice roviny kolmé k Oz’ a horizontalni roviny (osa Oz’ se jmenuje uzlovd
primka) a thel @, ktery je thlem mezi Oz’ a Oz”, pti¢emz tato osa Ox” je spojena s vickem
a je kolma k ose Oz'(= 0z").

*) K daldimu studiu tohoto teorému lze pouzit knihy L. Rosenfelda , Theory of Electrons®
(Amsterdam, N. Holland Publ. Co. 1951).
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Soustava soufadnic Ox'y’z’ se otaci vzhledem k soustavé Ozyz okamzitou thlovou
rychlosti Q'. V soustave Ox'y’2’ je

Q' = (0,1sin 0,1 cosO). (4.25)

Soustava Oz"y"z" (vzhledem ke které se vl¢ek nepohybuje) se otaci s thlovou rychlosti w
vzhledem k Ox'y’'z’. V této soustavé

w=(0,0,¢). (4.26)

Vlcek se takto otaci vzhledem k nepohyblivé soustavé soutadnic Oxyz s thlovou rychlosti
Q=Q +w. V soustavé Ox'y’z’ je tato tthlova rychlost rovna

Q= (0,1sin®,p+ 1 cosO). (4.27)

V zakladni soustavé kartézskych souradnic lze kinetickou energii vicku vyjadrit jako
T = L(AQ2 + BO2+ 002 - 2D0,0. - 2EQ.Q, ~ 2FQ,0,), (4.28)

kde A, B, C' jsou momenty setrvacnosti, D, FE, F jsou devia¢ni momenty. VI¢ek méni
nepretrzité svou orientaci vzhledem k soustavé os Oxyz; je-li tudiz posledni soustava po-
vazovana za referen¢ni soustavu, budou se pak veli¢iny A, B, C, D, E a F ménit s casem,
rovnéz tak i slozky €2. Tato okolnost vyvolava pri vypoctu velké potize, kterych se lze ale
vyvarovat, vztahujeme-li pohyb k soustavée Ox"y”z"”. Tyto osy jsou nejen vzhledem k vicku
nepohyblivé, takze odpovidajici veliciny A”, B”, C", D", E"”, F" jsou na Case nezavislé, ale
jsou to soucasné jeho hlavni osy setrvacnosti, takze se deviacni momenty D", E” a F" stavaji
nulovymi. V disledku toho lze nyni kinetickou energii psat jako

T = J(A"Q3, + B2, + C"02). (4.29)

Konecneé, jelikoz Oz” je osou soumérnosti, pak soustavu Ox'y’z’ lze rovnéz povazovat za
soustavu hlavnich os setrvac¢nosti vicku, i kdyz se vzhledem k nému otac¢i. Z toho plyne, Ze

T = S(AQ2 + A2, +C'02), (4.29')

DO|

kde A’ =A"=B", C"=(C".
Uvéazime-li rovnost (4.27), 1ze posledni vztah napsat znova:

T — %[A’@Q + AY2sin? © + C'(1h cos © + ¢)?). (4.30)

(Poznamenejme, ze tento vyraz udava kinetickou energii pohybu vicku vzhledem k nepohy-
blive referencni soustavé, vyjadiené pohybujici se soustavou soufadnic. Kineticka energie
vicku vzhledem k pohybujici se referencni soustave Ox'y'z’ je %C’@Q.)
Potencialni energie vicku je
V =mghcos©, (4.31)

YV

funkei:

L=T-V= %[A’(é? + A'2sin® © + C' (1) cos © + ¢)2] — mgh cos ©. (4.32)
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Tim je dovrsena matematicka formulace fyzikalnich okolnosti tlohy. Nyni zbyva odvodit
pohybové rovnice podle obvyklych pravidel pro sestaveni Lagrangeovych rovnic. Parametry
O, ¢, ¢ lze pokladat podle jejich vlastnosti za zobecnéné soutadnice, pficemz ¢ a ¥ jsou
cyklické. Pohybové rovnice odpovidajici cyklickym soufadnicim se integruji bezprostiedné,
takze

‘ ‘ ‘ ¥ cos © + ¢ = konst. = n, } (4.33)
A'thsin® © + ' cos O(1hcosO + p) = Ay sin? © + C'ncos © = konst. = k.
Zbyvajici pohybova rovnice je:
A6 = A% sinO cos© — C'nypsin © + mghsin ©. (4.34)

Pro dalsi feSeni je nevyhnutelnd znalost pocatecnich podminek; tim se zde nebudeme
zabyvat. Obecna diskuse pohybu je zndma svou slozitosti, ale diky takto zformulovanému
problému se to podafilo s minimélnim tsilim. Rovnice (4.33) opét vyjadfuji zachovani
momentu hybnosti, ackoliv zkoumané slozky nejsou fyzikalné tak dilezité jako v predeslych
pripadech.

HLAVNf KMITY

Nékteré fyzikalni systémy maji ohrani¢eny pohyb, tvofeny malymi posuny kolem polohy
stabilni rovnovahy. Pfikladem takového pohybu jsou mechanické kmity atomové mrizky
v krystalu. Takovyto pohyb je slozity, ale 1ze si ho predstavit jako soucet konec¢ného poctu
jednoduchych harmonickych kmiti. V obecném ptipadé kazda slozka, tj. jednoduché har-
monické kmitani, odpovida pohybu celé miizky. Tyto jednoduché slozky se nazyvaji hlavni
¢ili normalni kmity systému.

Prozkoumame systém vzajemné se ovliviiujicich a linedrné kmitajicich hmotnych bodi.
Predpokladame-li, Ze pohyb systému ma malou amplitudu a déje se v okoli stabilni
rovnovahy, 1ze potencialni energii systému vyjadrit nasledujici Taylorovou radou:

Vi(g) = +Z5qz( ) +ZZ 5qzaq] <%>0+..., (4.35)

(0)

kde ¢; jsou zobecnéné soutadnice hmotnych bodt, g¢;
rovnovéze

je hodnota téchto souradnic pri

vvvvvv

0q; = 1, (4.36)

pfi¢emz 7; necht jsou zobecnéné soutadnice. Jelikoz 0/dq; = 0/0n;, vyraz (4.35) mize byt
nyni napsan takto:

V(n;) +Zm () +ZZ 2nmj (%)Oju... (4.35)

Zde V(0) je libovolna konstanta, kterou je mozno povazovat za nulovou, kromé toho
(0V/0n;)g = 0, nebot podle predpokladu 7; = 0 pfislusi rovnovazné poloze. Vztah (4.35)
tedy prechézi na

1
i) =2 51 Vij + O(n*), (4.35")
(]
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kde V;; = (02V/0n;0n;) neni zévislé na ;.

V kartézské soustaveé souradnic lze kinetickou energii vyjadrit takto:
1
)

kde m; je hmotnost jednotlivych hmotnych bodi. Prejdeme-li k zobecnénym soufadnicim
pomoci vztaht

¢ = q;(z;), mebo fL’j:W(Qi), (4.38)

vvvvvv ( ) + n;, obdrzime

Z gzl q = Z gf}‘ M (4.39)
odkud
T = Z 2ml (Z &Ez ) Z 3 (ZZ g;l;z g;z ; ) i (4.40)

Uvéazime-li znovu, ze amplitudy jsou malé, lze psat, ze

ox; ox;
b R Bl A R +..., 4.41
On; (%) Z (5‘77 0%) 4y

takze ,
T=3"3 " oMy, + Omi?), (4.42)
7k

kde
ox

- (3, (22),

7

je nezavislé na n; a t.
Zanedbame-li déle ¢leny vyssiho fadu, muZeme lagrangidn tohoto systému (o némz se
predpoklada, ze je konzervativni) nyni psat:

L=T-V= Z Z M;pngin, — ijﬁjﬁk) (4.44)
a rovnice pohybu jsou:
d .
T Zk: Mgy, = — Xk: Vi, (4.45)
¢ili
> My = =3 Vg (4.46)
k k

Z toho je vidét vztahy mezi pohybem hmotnych bodi. Poklddame-li nyni pohyb za period-
icky, tj.
g =1 ecwt (4.47)
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a dosadime-li do (4.46), dostaneme

0
S (WM, -V )n,ﬁ ) =0, (4.48)
k
coz je soustava 3NN rovnic spojujicich 3N veli¢in 77;(4;0)- Podminkou existence netrividlniho
feSeni této soustavy je

WMy, — Vig =0, (4.49)

kde leva ¢4st predstavuje determinant, jehoz (j, k)-ty element je (w?M ik = Vik):

Reseni této charakteristické rovnice dava 3N hodnot w?, odpovidajicich 3N frekvencim
hlavnich kmita systému. Tato 3N TeSeni jsou nezavisla a obecny pohyb systému je popisovan
libovolnou linearni kombinaci téchto feseni. Je nutné zdiraznit, ze jednotlivé formy pohybu
nejsou zpravidla s jednotlivymi hmotnymi body spojeny. V obecném pripadé pohyb kazdého
hmotného bodu zahrnuje v sobé kaZdou z hlavnich frekvenci. Nékteré hodnoty w? mohou
byt zaporné, takze w je ryze imaginarni a predstavuje tak nestabilni slozku pohybu. Na
takové aperiodické slozky lze mnohdy pohlizet jako na formy kmit v obecném smyslu, ac¢
jejich existence ve skutecnosti odporuje drive vyslovenym predpokladim o tom, zZe systém
se pohybuje v okoli polohy stabilni rovnovahy.

Zahrnuti ¢lenti vyssich ¥adi do lagrangidnu (4.44) vyzaduje, pfisné vzato, vyloudit
moznost rozkladu pohybu na nezavislé slozky. Urcéeni takovéhoto zobecnéného anharmon-
ického pohybu je velmi nesnadnou tlohou. Avsak obycejné takové ¢leny vyssiho fadu lze
vysSettovat jako efekty druhého fadu, podminéné vzajemnym ovlivnénim mezi normalnimi
kmity. Takto si 1ze znovu pfedstavit obecny pohyb systému jako linearni kombinaci 3N har-
monickych ¢lent s libovolnymi koeficienty na poc¢atku pohybu. Vlivem vzajemného ptisobeni
se budou tyto koeficienty ménit s casem a tyto zmény budou pak urceny ,anharmonickymi“
¢leny vyssich radu.

Vseobecné zvlastnosti tlohy urceni hlavnich kmit se dobfe objasnuji na prostém kla-
sickém modelu, ktery dava dobrou predstavu o chovani linearni tiiatomové molekuly.
V tomto modelu hmotny bod hmotnosti M je pruzné spojen s druhymi dvéma hmotnymi
body o stejnych hmotnostech m. Konstanta pruznosti je p a plati pro obé spojeni. Pii
rovnovaze lezi body v pfimce a jsou od sebe stejné vzdaleny. Budeme uvazovat jenom
pfimocary pohyb.

Oznac¢ime-li posunuti hmotnych bodt z rovnovahy jako 71, 19, 13, kinetickd energie bude
dana vyrazem:

T = gmif +i8) + 3 Mi, (4.50)
dale pak
V= gl 1) + 5 (n2—m)?, (4.51)
takze
L= %m(ﬁ% +175) + %Mﬁg - %H(U:& —m2)% - %N(Uz - ). (4.52)
Pohybové rovnice jsou:
mijy = (g — M),
Mijy = p(nz —n2)—p(n2 —m) = pu(n3 +m1 — 2m2), (4.53)
mijg = —p(n3 — 12).
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Predpoklad, Ze jde o jednoduchy harmonicky pohyb, dava

(mw? — p)n + 3 =0,
(Mw? = 2u)18+p(ng +19) =0, (4.54)
(mw? — p)ng + pmy =0,

takze charakteristickd rovnice je:

mwQ - ) 0
I, Mw#f 241, U =0. (4.55)
07 22 mw2 — QB
Resenim této rovnice plyne

mM

Hlavni frekvence pak jsou:

w1 =0, wy=+\/p/m, wgzin. (4.57)

Jako pri Fourierové rozkladu ani zde nejsou zaporné frekvence. Prijaté feseni mélo expo-
nencialni formu; dvojice takovych feSeni se stejnymi a opac¢nymi hodnotami w dava feseni
s kosinem nebo sinem s libovolnymi dvéma konstantami jako libovolnymi hodnotami ampli-
tudy a faze.

Reseni w; = 0 odpovida fyzikdlné moznému piipadu, v kterém t¥i hmotné body soucasné
prodélavaji stejny postupny pohyb. ReSeniwy = \/p/m dava nY =0an) =-n3, cozodpovida
pohybu, pfi kterém se prostiedni bod nepohybuje, vnéjsi dva se pak pohybuji navzajem
opacné. TTeti feSeni popisuje pohyb, pfi kterém se vnéjsi body pohybuji souhlasné, ale
opacné nez prostiedni bod.

Tak jako v obecném pfipadé je mozné urcit explicitni podobu transformace 7, = 7}(n;)
k nové souradné soustavé, ve které jakakoliv forma kmitani bude spojena pouze s jednou
soufadnici. Muze se zde predpokladat, ze fyzikalné dilezité informace jsou dany hlavnimi
kmity, takze nebudeme potiebnou transformaci hledat. Obycejné to postacuje, a¢ se nékdy
musi tloha vytesit cela.

Predeslé vyklady ilustruji pouziti Lagrangeovy metody pii obecném zkouméni ulohy
maljch kmit. Reseni charakteristické rovnice systému, ktery ma velky pocet stupiit vol-
nosti (jako u krystalové miizky), mize byt velmi obtizné, ale horni metody mize byt vzdy
pouzito jako vychozi.

ELEKTRICKE OBVODY

Pouziti Lagrangeovy formulace na feseni elektrickych obvodi je zajimavé, a¢ postrada
sirsitho praktického uplatnéni. Uvazujme Lagrangeovu funkeci:
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kde LZ] = L]Z = konst.
Odpovidajici pohybova rovnice bude:

d : :
I (Z Lij]j) =E; - 1;/C;,
j

nebo . )
J

Jestlize na L;;(i # j) pohlizime jako na vzajemné induktance, na L;;(i = j) jako na
samoindukce a na C; jako na kapacity, tu uvedené rovnice plati pro elektrické obvody s reak-
tivnimi impedancemi, kterymi protékaji proudy /;, vyvolané elektromotorickymi silami F;.
Je jasné, Ze takové tlohy lze formulovat analyticky pfi pouziti Lagrangeovy funkce (4.58),
kde jsou proudy ve vétvich sité brany jako zobecnéné souradnice. (Ohmické odpory mohou
byt do tohoto formalismu zahrnuty pfi pouziti Rayleighovy disipa¢ni funkce.)

Analogie mezi mechanickymi a elektrickymi systémy se obycejné projevuje ve shodné
podobé pohybovych rovnic.*) To je velmi dulezité. Metod, rozpracovanych pro feseni tloh
tykajicich se specidlné elektrickych obvodii, se ¢asto pouziva k feseni ekvivalentnich mechan-
ickych problémti. Obréiceny postup se vyskytuje Fidéeji, nebof v minulosti bylo na FeSeni
elektrickych systémt vynalozeno vétsi usili. Podoba v Lagrangeové formalismu jenom vy-
jadiuje analogii mezi pohybovymi rovnicemi a je nepravdépodobné, ze by to samo o sobé
mohlo vést k dalsim rezultatiim. Vzato povsechné, vyhoda Lagrangeovy formulace spociva
v poskytnuti vyhodné metody k odvozeni pohybovych rovnic, coz jen podtrhuje potize pii
studiu elektrickych obvodi.

¥y Viz napf. L. Brillouin, ,Wave Propagation in Periodic Structures,“ Dover Publica-
tions Inc., 1953.
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v. HAMILTONOVY ROVNICE

ZOBECNENE HYBNOSTI

P1i pouziti Lagrangeovy metody bylo jasné, Ze existenci cyklickych souradnic podminuje
neproménnost veli¢in, které 1ze mnohdy na zakladé predbéznych tivah ztotoznit se slozkami
hybnosti. Nicméné se musi zvlasté zdiraznit, ze explicitni vyjadieni hybnosti se nikde
v Lagrangeové pojeti nevyskytuje. Podstatnym rysem tohoto formalismu je, Ze nezavislymi
proménnymi jsou ¢as a zobecnéné souradnice. Casové derivace zobecnénych soufadnic jsou
zde rovnéz explicitné vyjadreny, nakonec jsou ale vzdy zavisle proménnymi. Tato skutecnost
je vyjadfena pojetim drahy v konfiguracnim prostoru pro predstavu pohybu systému.

V souvislosti s uzitim zobecnénych soufadnic je mozné zavedeni zobecnénych hybnosti.
Jeji vyuziti je ale mimo Lagrangeovo schéma a privadi nas k novému zptisobu popisu pohybu,
ktery se obvykle spojuje s Hamiltonovym jménem.

Slozka zobecnéné hybnosti je definovana jako

OL
Pi= oo (5.1)
takze je jedna slozka zobecnéné hybnosti pro kazdou zobecnénou soutadnici. Dvojice ¢;, p;
tak tvori dvojici sdruzenych proménnych. Jesté ale nemame pro takové tvrzeni opravnéni,
nebereme-li v ivahu poznamku, ze v pripadé konzervativniho systému néas to vede k takovym
veli¢inam, jako jsou slozky hybnosti a momentu hybnosti. Na druhé strané dalsi definice p; =
g—g; vede k témuz vysledku. Skutec¢né opravnéni nami zvolené definice spoc¢iva v logi¢nosti
a zivotaschopnosti pravé na této definici zalozené teorie.

V ptipadé nekonzervativniho systému mize tato obecné definice zahrnovat veli¢iny, které
obycejné nelze povazovat za hybnosti. Uvazujme nabity hmotny bod, pohybujici se v elek-
tromagnetickém poli. Je to priklad nekonzervativniho systému, ktery muze byt popsan
Lagrangeovou metodou. Jak jsme jiz vysvétlili v kap. III, Lagrangeova funkce jest:

L:Te<<piv.A>. (5.2)
Z definice (5.1) slozky hybnosti v kartézské soustavé jsou:

Zde kromé ¢lent m#; je dalsi ¢len eA;/c, ktery lze nazvat elektromagnetickou hybnosti.
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Podle definice (5.1) Lagrangeovy rovnice nabyvaji tvaru:

oL d
aiqi = Epi’ (5'4)
maji tedy urcitou podobu s prvotni Newtonovou formou pohybovych rovnic.
CYKLICKE SOURADNICE
Definice slozek zobecnénych hybnosti vede k nasledujicim zavériam: jestlize
oL
~— =0, 5.5
dq; (5:5)
potom
oL
—+ = konst, 5.6
9, (5.6)
¢ili
p; = konst (5.6")

Cyklické souradnice takto vzdy v sobé zahrnuji neproménnost odpovidajicich slozek hyb-
nosti. Neproménnost hybnosti a momenyu hybnosti v konzervativnim systému se jevi jako
zvlastni pripad tohoto obecného pravidla. Pti tivahach o Larmorové teorému bylo nalezeno,
ze vysledkem ptisobeni magnetického pole na jednoatomovy systém byla obecné precese sys-
tému kolem sméru tohoto pole. Lze to fici i jinak. Zobecnénéd hybnost sdruzena s thlovou
souutradnici © se pri pusobeni pole zachovava, pricemz zvétseni elektromagnetické hybnosti
je vyvazeno zmensenim jeji mechanické casti.

FAZOVY PROSTOR

Zavedeni zobecnénych hybnosti méni zcela nase nazirani. Jak bylo feceno dfive, z hlediska
Lagrangeovy metody pohlizime na souradnice systému jako na nezavislé veli¢iny urcujici jeho
polohu. Zavislost kazdé z téchto proménnych na case je dana feSenim soustavy diferencialnich
rovnic druhého Tfadu, znamych jako Lagrangeovy rovnice. Druhy pristup se vyznacuje tim,
ze za nezavislé veli¢iny se povazuji jak soufadnice, tak hybnosti. Potom kone¢nym cilem
kterékoliv tilohy je nalezeni vSech téchto veli¢in jako explicitnich funkci ¢asu.

Ptrednost této metody neni hned jasna. Napr. pri feseni kterékoliv ulohy z kap. IV by

nijak nepomohlo, kdyby na misto (% byl vzat symbol p;. Miize byt ale vypracovana metoda
7

na feSeni pohybovych rovnic pozménéného tvaru, které 1ze pii tomto novém pristupu obdrzet,
jeZ mé obcas velkou vyhodu pied FeSenim Lagrangeovych rovnic (viz kap. VII). Avsak to se
pravdépodobné casto nevyskytuje a musime pripustit, Ze znalost lagrangianu je dostatecna
pro vyfeseni obycejnych tloh z mechaniky.

Skutecna prednost nové metody spociva v tom, ze poskytuje vhodny zaklad pro rozvoj
kvantové mechaniky a statistické mechaniky. V této knize bude fec¢ toliko o kvantové me-
chanice, takze v nasledujicim vykladu se bude mnohé jevit jako namahava predbézna prace,
nevyhnutelnd pro pochopeni metod pouzivanych u obou disciplin.

Konfigura¢ni prostor byl zaveden jako popisnd soustava pro zobrazeni pohybu systému
pii vyuziti Lagrangeovy metody. Tato metoda nebude vzdy dostatecna, zvlasté budou-li
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v souboru nezavislych veli¢in slozky zobecnénych hybnosti a prostorové souradnice. Namisto
toho si lze predstavit, ze vyvoj pohybu systému je znazornén trajektorii ve fdazovém pros-
toru o 6N rozmeérech; kazda prostorova souradnice a kazdé slozka hybnosti hmotného bodu
vytvari vzdy jeden rozmér fazového prostoru. Jak jsme uz poznamenali v souvislosti s konfig-
uracnim prostorem, geometricka terminologie je pouze ilustrativni; jakékoliv tézkosti v jejim
chapéni lze odstranit, nahradime-li slovo ,rozmér“ slovem ,,proménna“.

Mnoho teoretickych potizi vyvstava pfi pokusu spojit predstavy o konfiguracnim a fa-
zovém prostoru. V této otéazce lze dospét k urcitému vyjasnéni, uvazime-li, ze trajektorie
v konfiguracnim prostoru je podstatné libovoln€jsi nez ve fazovém prostoru. Urceni vzhledu
Lagrangeovy funkce (coz je ekvivalentni ustaveni pohybovych rovnic) je vychozim bodem
v obou pripadech, neurcuje se tim vsak trajektorie. Jestlize je vedle Lagrangeovy funkce
udén ve fazovém prostoru jeden bod, tu je v tomto prostoru urcena celd trajektorie, nebot
pri jeho zadéani se ve skutecnosti zadava Sest pocatecnich hodnot souradnic kazdého hmot-
ného bodu. Na druhé strané jednotlivy bod v konfigura¢nim poskytuje pouze tii pocatecni
hodnoty pro kazdy hmotny bod a je nutné udat dalsi veli¢iny, aby byla trajektorie urcena.
Jinak feceno, jsou-li pohybové rovnice stanoveny, prochazi v konfigura¢nim prostoru libovol-
nym bodem nekone¢ny pocet trajektorii, kdezto ve fazovém prostoru je mozna pouze jedina
trajektorie.

HAMILTONOVA FUNKCE

Lagrangeova funkce zavisi obecné na ¢;, ¢; a t. Jeji totalni derivace podle ¢asu tedy je:

dL Z Z+§:6L (‘3L (5.7)

Pouzijeme-li Lagrangeovy pohybové rovnice (3.13), mame
dL d (OL oL
t_;dt<8qi> +Z@q% Zdt( > ot (5.8)
cili
_ oL :
[zqz o ]——at. (5:8)
Jestlize OL/0t = 0, potom
. OL
-~ — L | = konst. 5.9
S 69
a pii uvazeni (5.1)
[Zpiqi —~ L] = konst. (5.9")
i
Zavedeme nyni novou funkci H, kterou budeme nazyvat Hamiltonovou funkci, definici

H=> pg—-L, (5.10)
5

ktera je podobna L a ma rozmér energie. Zavaznost hamiltonidnu H je mimo jiné ziejma
i z pravé odvozeného, kdy se tato funkce pti pohybu, pii kterém lagrangian neni explicitné
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zavisly na Case, neméni. Dale ukdzeme, Ze ve vétsiné fyzikalné zajimavych pripadd je H
totozné s celkovou energii systému.

Jiny vyznam Hamiltonovy funkce je mozno objasnit podle néasledujicich ivah. Pro nékteré
ucely je vyhodnéjsi pouzit analytické mechaniky pfi proménnych g;, p; a t, nikoliv pii ¢;, ¢;, t.
Obdobna situace se vyskytuje v termodynamice, kde pti pfechodu od entropie S a objemu
V k teploté T' a V jako k nezavislym proménnym zavadime novou energetickou funkci F
(volnou energii podle Helmholtze) na misto predeslé funkce U (vnitini energie) vztahem

F=U-TS.

Funkce F' je zavisla na T a V, kdezto U bylo zavislé na S a V. Miuze to slouzit za
ptiklad Legendrovy transformace. Definice (5.10) je jinym pfikladem této transformace.
Plyne z ného, Ze obecné je Hamiltonova funkce zavisla na soutadnicich, hybnostech a casu,
t].

Z (5.10) a z definice lagrangianu plyne, ze H se jevi funkci ¢;, ¢; a t. AvSak je zfejmé, Ze
z rovnic (5.1) je nutno vypocitat ¢; za pomoci ¢;, p; a t a vysledek dosadit do (5.10), aby
byla hledana funkcionalni zavislost ziskana.

Jiné forma pohybovych rovnic mtize byt odvozena za pouziti Hamiltonovy funkce. Z (5.11)
plyne, ze

OH 8H
= Z 0qi a4 +Z +5dt, (5.12)
z (5.10) pak
dH =Y ¢;dp; + ) pidg; —dL. (5.13)

Jelikoz L = L(q;,q;,t), je
aL

dLZ d+z Shdt

a pii (5.1) pak
oL
dL = E dC]ri‘E p;dg; + e ——dt. (5.14)

Dosadime-li do (5.13) z (5.14), pfi pouziti (5.4) je:
oL . . oL
dH = Z dqz + Z%dpz oAt == 0idg; + 3 ¢idp; — 57 dt. (5.15)
i i

Srovnanim koeficientti v rovnicich (5.12) a (5.15) nyni dostavame:

. 9H . _ 0H
oL OH
W_iﬁ- (5-17)

Rovnice (5.16) se nazyvaji kanonické pohybové rovnice nebo Hamiltonovy rovnice. Tyto
rovnice jsou pokrokem ve formulaci problému, nebot na rozdil od Lagrangeovych rovnic, které
jsou druhého tadu, jsou tyto diferencialni rovnice prvniho fadu. V praxi je tento zisk znacné
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problematicky. Jednodussi podminky pro pohodlné;jsi integraci kterékoliv z uvedenych rovnic
nastanou, neni-li H explicitni funkci nékterého ¢; nebo nékterého p;; potom odpovidajici
sdruzena proménna je konstantou pohybu. ReSeni rovnic se tak redukuje na problém uréeni
soufadné soustavy, ve které by ¢; a p; byly v dostatecném poctu cyklické. Lze to ucinit podle
nékterych pravidel (viz Hamiltonovu-Jacobiho metodu vyloZenou v kap. VII). Na nestésti
tato pravidla zahrnuji ale feseni rovnic s parcialnimi derivacemi prvniho fadu, které mohou
patiit k velmi tézko feSitelnym. V jistych pripadech se to povede, avsak hlavni vyznam
Hamiltonova formalismu, jak uz bylo feceno, spoc¢iva v tom, zZe je vykonnym zakladem pro
kvantovou a statistickou mechaniku.

FYZIKALN{ VYZNAM HAMILTONIANU

Pfi prvnim setkani a pouziti Hamiltonova formalismu vznikd dojem, ze Hamiltonova
funkce je neuziteénym synonymem pro celkovou energii systému. Jak jsme uz diive pozname-
nali, tato funkce, podobné jako Lagrangeova funkce, méa rozmér energie a ve velkém poctu
prakticky dUlezitych piipadt opravdu vyjadiuje celkovou energii; tim se ale ani zdaleka
nemini, ze H bude vzdycky totozna s touto veli¢inou. Prozkoumame nyni podminky, které
je nutné pro uvedenou shodu vyplnit. Podle definice pro konzervativni systém 0V/0g; = 0,

takze
oL 0T

pi:@_@’ (5.18)
déle i -
=2 gmidi. (5.19)
V obecném pfipadé
takze 5 a
x; z;
Z 3ql it 5 (5.21)
a z toho
T=3> aud,+ D b+ (5.22)
ik 7
kde Coon s
B N e i
k — zl: szaqj an,
Ox; Ox;
%= Z i9q; 01 (5.23)

=Y gm ()

Z toho plyne, ze T' je homogenni kvadraticka forma pro zobecnéné rychlosti, jestlize (5.20)
neobsahuje explicitné cas t. Pritom tedy

T =35 adsin (5.24)
ik
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1ze snadno dokézat,*) Ze
3 9L —or, (5.25)
7 9q;

V tomto pripadé je
H=> pigj—L=T+V =E (= celkové energii). (5.26)
i

Poznamenejme, Ze jsme zavedli nasledujici omezeni: a) systém je konzervativni, b) trans-
formace soutadnic nezavisi na Case, tj. osy souradnic jsou v prostoru pevné. Tyto podminky
jsou dostatecné, ale nikoliv pro rovnost H a E nutné. Jinym pripadem, kdy tyto zavéry také
plati, je pohyb nabité ¢astice (hmotného bodu) v neproménném elektromagnetickém poli.
Pro takovy systém bylo diive nalezeno, ze

L:T—e(gp—iv.A), (5.2)
Z toho .
i
a
H=T+ep. (5.28)

Posledni veli¢inu lze rovnéz ztotoznit s celkovou energii systému, jestlize kfivocary inte-
gral ze sily a drahy hmotného bodu je vypocitan podle kap. II. V tomto pripadé rovnost
velicin H a FE nastava castecné diky nahodilému, jak se zda, zruseni c¢lenti vztahujicich se
k vektorovému potencialu. Lze dale postiehnout, Ze ty Cleny potencialu, které jsou v la-
grangianu a zavisi na rychlosti, jsou linedarni homogenni funkei slozek rychlosti. Jestlize tyto
¢leny oznacime jako L), tu z Eulerovy véty plyne, ze S 4;(0L(®) /0i;) — L) = 0. Jestlize

1

je H celkovou energii, nemusi obsahovat L), protoze sily odpovidajici slozkdm potencidlu
zavislym na rychlosti nekonaji pfi pohybu systému praci. Viibec je zde mozné pripustit, ze
veliciny H a E jsou totozné, tfebaze se soustava soufadnic vzhledem k nepohyblivé refer-
encni soustaveé pohybuje. Je ostatné nutné si uvédomit jednu hlavni prfednost hamiltonidnu,
ze totiz poskytuje takovou metodu urceni energie, pti které, jak je to v celé Lagrangeové
a Hamiltonové teorii, se nevyzaduje stanoveni jednotlivych slozek sily.

Zvlastni véci je neproménnost H v ¢ase. Jelikoz H = H(p;, q;,t), plyne z toho, Ze u kanon-
ickych rovnic (5.16) mame

dH OH . OH. 0H OH

Z podobnosti tohoto vysledku s druhou rovnici (5.16) vyplyvé, ze H mé analogickou zévislost
na —t jako p; na q;, z ¢ehoz dale plyne, ze H a —t lze povazovat za sdruzené proménné.
Analogie mezi (5.29) a prvni rovnici (5.16) nés pfivadi k dalsimu porovnéni, které ale neni
potvrzeno vahami teorie relativnosti (viz kap. X.).

*) Tento vysledek je specidlnim ptipadem Eulerovy véty, ktery tvrdi, ze 3" x;(0f/0x;) = nf,
i
jestlize f je homogenni funkci n-tého stupné vzhledem k x;.
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Vztahy (5.17) a (5.29) davaji

dH 0H 0L
i

Podminkou, aby H bylo prvym integralem pohybu, je, Ze L neobsahuje explicitné t. Tato
podminka je nutnd i postacujici.

Nejzajimavejsi jsou systémy, u nichz je celkova energie konstantou pohybu. Tento pred-
poklad vyzaduje soucasné splnéni podminek £ = H a H = konst, ale toto opét neni nutnym
pozadavkem, jak plyne z nasledujiciho prikladu.

Uvazujme ,spicitho vicka® bez tfeni (otaci se kolem vertikalni osy soumeérnosti). Je to
priklad systému s konstantnim £. Uzijeme-li oznaceni z prikladu v kap. IV., je

(5.30)

T=scp®, V =mgh,

takze )
L=T-V = §c<'p2—mgh.

Transformujice k nové proménné o pomoci o = ¢ — wyt, dostaneme

) . 1 ,. L )
a=¢—-wy, L= fc(a—l—wo)z—mgh, Do = a— = c(&+wyp);
2 O0&
7 toho
) P2
H=p,&—- L= Q—Céfwopa—i—mgh,
protoze

2
E:T—FV:%—l—mgh#H.

Tento priklad je ponékud trividlni, ale poslouzil k objasnéni toho, ze H a E jsou integraly
pohybu, aniz by byly totozné.

Zde necekana vlastnost veliciny H vyplyva z pouzité soustavy soutadnic, ktera se vzhle-
dem k nepohyblivé referen¢ni soustavé otaci. H nemtize byt ztotoznéno s E ani vzhledem
k nepohyblivé, ani vzhledem k pohyblivé soustavé souradnic.

INTEGRALY POHYBU A SYMETRIE

V predeslém vykladu byly uvedeny podminky, pti kterych Hamiltonova funkce a zobec-
néné hybnosti jsou béhem pohybu systému konstantni. Z jednoho hlediska je neproménnost
hybnosti disledkem toho, Ze soufadnice jsou cyklické, pricemz je zde velmi vyhodné, ze
odpovidajici pohybové rovnice (Lagrangeovy nebo Hamiltonovy) lze nardz integrovat. Z
druhého hlediska tato neproménnost je sama o sobé velmi dilezitou vlastnosti systému.
Toto hledisko je velmi rozsifeno v nejvaznéjsich pouzitich vykladané metody v soucasné
fyzice; prijatelné feseni tlohy miize spocivat v urceni vsech integralti pohybu. V obecném
smyslu terminu integral pohybu lze pouzit na libovolnou dynamickou proménnou, nejen na
hamiltonidn a na hybnosti. Zpiisob urceni téchto integrali predstavuje v obecném pripadé
dilezitou soucast dalsiho vykladu (viz kap. VIII).

Je-li neéktera kartézska soutadnice cyklickd, potom Hamiltonova a Lagrangeova funkce
jsou invariantni k posunuti systému podél odpovidajici osy. Pritomnost cyklické tihlové
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soufadnice analogicky podminuje invariantnost odpovidajici hybnosti, plyne z toho, Ze inte-
graly pohybu jsou spojeny se symetrickymi vlastnostmi systému. V disledku (5.29) existuje
analogicky symetricky vztah mezi hamiltonidnem a ¢asovou souradnici. Obecné vlastnosti
zachovani a symetrie jsou tak spojené, ze jsou tyto terminy témér zaménitelné.

DISIPACNT SYSTEMY

V kap. III jsme ukazali, ze disipacni systémy mohou byt do ponékud zmeénéného La-
grangeova popisu zahrnuty zavedenim nové funkce, tj. Rayleighovy disipacni funkce, ktera
se k samotné Lagrangeové funkci pridava.

Tato nova funkce byla definovana jako

R="1y k2 (3.29)
2 g :

J
pii ¢emz zménéné pohybové rovnice v zobecnénych soutradnicich byly:

d L 0L n oR
dtdq; Jq; ~ 0g;
Takovy popis nevede v Hamiltonové teorii k uzitecnym zavérim, jelikoz energie systému
neni konstantni a nijak nemiize byt z hamiltonidnu urcena. Je vSak znam jiny zptisob, ktery
dovoluje tuto obtiz pirekonat. Jeho zékladni myslenka je v rozsiteni zkoumaného disipa¢niho
systému zahrnutim nového, vhodného hypotetického systému, v kterém se rozptylovana en-
ergie pohlcuje. Jde o ryze matematicky pristup, ktery vsak poskytuje slozeny systém, v némz
se celkova energie zachovava. Za priklad vezméme obycejny linearni harmonicky oscilator
s tlumenim, jehoz pohybova rovnice je:

0. (3.31)

mi + ki + px =0, (5.31)

kde k je koeficient tlumeni.
Pohybova rovnice dopliiujiciho systému (¢ili ,zrcadlového zobrazeni“) je nasledujici:

mir — kir+ pxr = 0. (5.32)
Uvazujme funkci
L =m(zir) - %k:(x’x —i'x) — prx’ — Ey, (5.33)

kde Ej je pocatecni energie, vypocitatelna z ptijatych pocatecnich podminek.
Za funkci L lze povazovat Lagramgeovu funkci slozeného systému s proménnymi x a 2/,
jelikoz rovnice (5.31) a (5.32) lze obdrzet z lagrangianu (5.33) obvyklym zptsobem.
Odpovidajicimi zobecnénymi hybnostmi jsou:

9L ., 1

p= - =mi' — k',
i 2 (5.34)
= 0L mi —+ 1k:p
P=ap =Tt
Hamiltonova funkce je pak:
H=>"pig; — L =mii' + prz' + Ey, (5.35a)
i
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gili
=1 (p + ék‘x) (p’ _ 1k::c) + e’ + Fy, (5.350)

m 2

Jelikoz 0H /0t =0, je H = konst. Plyne to rovnéz z feSeni pohybovych rovnic

T = :L.Oeiwte—at7
T = xbeiwt€+at (536)
kde
_ R _ Kk
YTV T A T ame

Dosazeni téchto veli¢in do (5.35a) poskytuje H = FE, coz potvrzuje totoznost hamiltonidnu
s celkovou energii. V pfipadé systému tvoreného jednotlivymi body pouziti tohoto matem-
atického aparatu neni jasné, lze ho ale pouzit ke studiu spojitych prostiedi. Poznamenejme
jesté, Ze pii tomto novém piistupu sdruzené proménné p a p’ ztratily jakykoliv fyzikalni
vyznam.
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vi. VARIACNI PRINCIPY

Ve fyzice byly navrzeny mnohé varia¢ni principy. V nékterych pripadech byly zahaleny do
filosofického mysticismu, ktery pozdrzel ocenéni jejich vyznamu. Hlavni vyznam takovychto
principt tkvi v mimoradné ekonomicnosti jejich vyjadieni. V této kapitole bude podrobné
rozebran jen Hamiltontv princip a pouze kratky nastin principu nejmensi akce.

VARIACNT POCET

Ptedevsim probereme c¢isté matematickou stranku urceni podminek, za kterych ma jisty
typ integrélu stacionarni (extremélni) hodnotu.
Uvazujme integral

x2
[F@.y.o)de, (6.1)
xl

kde y' = %; x je nezavisla proménna a y zavisla proménnd, pricemz tvar zavislosti y na x
neni zpocatku stanoven. Hodnoty = a y jsou na okrajich integracni cesty udany a veli¢ina [
presné na této integrac¢ni cesté mezi dvéma krajnimi body zavisi. Mame nyni urcit podminky,
pii kterych méa I stacionarni hodnotu.

Necht je kiivka AP B na obr. 3 onou integra¢ni cestou, pro kterou mé I extrém. Povsim-
neme si sousedni kiivky AP’B s tymiz koncovymi body A a B. Pfitfazeni mezi body téchto
dvou drah je takové, Zze P — P’, kde P = (z,y) a P’ = (xz,y + deltay); tj. tsecky = bodi se
neméni. Toto urcuje tzv. d-variaci drahy. S vyjimkou jediného omezeni

je tato variace libovolna, ale mald. Mize byt vyjadfena jinak, tj.
dy =nda, (6.3)

kde « je spoleény parametr pro vSechny body ¢ary, n je libovolna funkce x, splnujici pod-
minku

n(21) = 1 (22) = 0. (6.2)
Odpovidajici variace y’ je
oy’ = néa. (6.4)

Jelikoz tato variace je podle podminky mala, lze v integrandu, rozvedeném u funkce F'
do Taylorovy fady, uvazit jen ¢leny prvniho fadu. Integral podle variované integracni cesty
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lze pak psat jako

)
, , oF oF
I'= / (F (v, 9, ) + a—ynda—l— 83/'77 504) dz,
1
z ¢ehoz
FroF  oF
a1
po integraci per partes a pii uvazeni (6.2”) je:
x x
OF . [fdoF

— =— [ —=—nd
3y’n v J dx 8y’n ol

L9
B oF d /O0F
0l = 504/ ((91/ -G (8@/’)) ndax. 6.6
|

Podminka stacionarnosti I pozaduje, aby variace d1 byla nulova. Jelikoz funkce 7 je libo-
volna, musi pro tuto podminku byt integrand (6.6) nulovy, tj.

takze konec¢né

oF d (OF
a s (ag) =° o
Posledni vysledek lze lehko zobecnit na pripad n zavisle proménnych y;. Obdrzi se n
podminek ve tvaru
oF d (0OF

Jestlize n zavisle proménnych y; je funkcemi m nezavisle proménnych z, bude téchto n
podminek :

oF & d [ OF
gy 2 (ay'. ) =0 (69)
kde Yi, = j—gi. Matematicka formulace principu v tomto piipadé méa tvar

5/.../Fdx1dx2...dxm ~0. (6.10)

Tento vysledek lze déale zobecnit pti predpokladu, ze funkce F' je zavisla také na derivacich
y; vyssiho tadu; zde to nebudeme ale zkoumat.

Predlozenych vzorci 1ze pouzit v Sirokém okruhu fyzikalnich dloh. Témér ve vSech pfi-
padech je stacionarni hodnota integralu minimem, nékdy vsak jde o maximum. Poprvé byl
tento princip pouzit Bernoullim pro urceni drahy, k jejimuz probéhnuti potieboval hmotny
bod ucinkem své vahy mezi dvéma misty nelezicimi pod sebou minimalni dobu.

V hornim odvozeni bylo dokazéano, ze podminky (6.7) az (6.9) vzniknou z pfedpokladu
o nulové variaci ptislusného integralu. Jsou to nutné podminky; ukédzeme, ze jsou i postacu-
jici. Jsou-li splnény, pak je variace prislusného integralu nulova.

HAMILTONUV PRINCIP
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Podarilo se dokazat, Zze pohybové rovnice systému, popisovaného Lagrangeovou funkci,
jsou

d /0L oL
5 (8@,-) -5 =0 (3.13)
Podle predchazejiciho ¢lanku to vsak znamena, ze
12
5/L(qi,qi,t)dt:0, (6.11)

5]
coz je formulace Hamiltonova principu. Z naseho zptisobu vykladu vyplyva, ze tento princip
plyne z Newtonovych zakont. Z jiného hlediska lze vSak na tento vysledek pohlizet jako
na vychozi princip, z kterého potom Lagrangeovy rovnice a dalsi zakony mechaniky prosté
vyplyvaji.

Je tfeba zvlasté zdtraznit, ze Hamiltoniv princip dalsi informace k tém, které uz zname
nepridava. Poskytuje toliko na rozdil od jinych postulat na vysost elegantni a stru¢nou
formulaci pohybovych zakont. Jeho vyhoda spoc¢ivd mimo jiné i v tom, Ze ho lze pouzit
i k nemechanickym systémiim, na které nelze napt. Newtonovy zakony aplikovat. V dalsich
kapitolach bude tato velkd obecnost Hamiltonova principu, ktera jej zaradila mezi zakladni
postulaty, jesté podrobné rozebrana.

Integral

S = /Ldt, (6.12)

u kterého integrace probiha podle skute¢né drahy systému, je zndm jako Hamiltonova prin-
cipdlni (aként) funkce. K jejimu urceni je nutné znat jak tuto drahu, tak Lagrangeovu funkci.
Variac¢ni princip umoznuje nalézt drahu, ale je véru nevyhnutelné postulovat analyticky tvar
funkce L. V tomto sméru je Hamiltontiv princip ponékud umély. Jeho pouziti p¥i novych
okolnostech je podminéno tim, ze Lagrangeova funkce je velmi ¢asto skutecné jednoduchou
funkci moznych proménnych.

UPRAVENY HAMILTONUV PRINCIP

V kap. V. jsme dokazali, ze Lagrangeovy pohybové rovnice lze zaménit soustavou diferen-
cidlnich rovnic prvniho radu, tj. Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi. Jejich ekvivalence
je potvrzovana i tim, Ze tyto Hamiltonovy rovnice lze podobné jako rovnice Lagrangeovy
z Hamiltonova ponékud upraveného principu odvodit.

7 (5.10) je
L=> pig-H,
5
kde
Py (5.1)
b0

Upraveny Hamiltontv princip potom je:
ta
5/ [Zpié]i _ H] dt = 0. (6.13)
ip -t
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V (6.11) byly pii variaci drahy uvazovany variace ¢; pfi neproménném ¢ (??7?), piicemz
variace §; zavisely na variacich ¢;. V tomto ptipadé v souhlase s obecnym predpokladem
o pouziti Hamiltonovy funkce d-variace obsahuje nezavislé variace proménnych jak ¢;, tak
p; pfi neproménném t. Tyto variace lze vyjadrit jako uz dfive pomoci parametru «, ktery
je spoleény vSem bodum integrac¢ni cesty (jde nyni o drédhu ve fdzovém prostoru, nikoliv
v konfigura¢nim prostoru), tj.

Opi

0q; = %5@ =n;0a, Op; = 605 da = (;da, 6.14

0
kde n; a (; jsou libovolné veli¢iny, vyhovujici podminkam
n; (t1) = i (t2) = G (t1) = G (ta) = 0. (6.14')

Variace integralu je tak ve tvaru

to
_ op;. . 0q OHOIp; OHJg;
0S = 504/%: [804 q; + p; R aoé]dt. (6.15)
1

Integraci po ¢astech a pii vyuziti (6.14) a (6.14’) dostaneme

7o 7 od 0 7

iy — [ L (9% N .
/pZ Tor dt /pldt (804) dt /pmldt. (6.16)
i i i

1

Z rovnosti (6.15) a (6.16) plyne, ze

s =t [ (1- 26— (- 2 1
iy ¢

Funkce n; a (; jsou libovolné a nezavislé, takze vymizeni variace S je mozné jen tehdy,
budou-li koeficienty u téchto funkci nulové, tj.

. 9H .  0H

Tyto rovnice jsou shodné s (5.16), tj. s kanonickymi pohybovymi rovnicemi.

NEHOLONOMNTI{ SYSTEMY

Ptedeslé vyrazy byly odvozeny za predpokladu, ze vSechny zobecnéné souradnice g; jsou
nezavislé. Z toho ovsem plynulo, zZe pripadné vazby v systému jsou holonomni, takze sourad-
nice byly voleny podle stupnii volnosti, ¢imz uz byly vazby uvazeny.

Pohybové rovnice ohranicené tfidy neholonomnich systémi Ize také obdrzet Lagrangeovou
metodou neurcitych soucinitelii. Uvedend tfida zahrnuje systémy, v kterych jsou vazbové
podminky dany formou neintegrovatelnych diferencidlnich vztaht obsahujicich prostorové
a Casové souradnice.
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Uvazujme takovy systém, ve kterém jsou vazbové podminky dany m rovnicemi ve tvaru:

n
Zamdqi+bﬁdt=0 (r=1,2,...,m), 6.19
=1

kde pocet zobecnénych souradnic je n a pocet stupiii volnosti je (n —m). VeliCiny a,; a by
jsou obecné funkcemi t a g;.

Predpoklada se, ze existuje takova Lagrangeova funkce L zavisla na ¢, na vSech n sourad-
nicich ¢; a na jejich derivacich podle ¢asu, ze pfi pohybu systému splituje podminku

Tento predpoklad o platnosti Hamiltonova principu mize byt, jako uz diive, zapsan
v podobé:

ta
oL d oL
5a/ {a% - dtaqj n;dt = 0. 6.20
ty

Az do této chvile jsme neuvazovali vazby. Jejich vliv se projevuje tim, ze nékteré funkce n;
jsou zavislé [ve skutecnosti jsou omezeny podminkami (6.19)]. Aby tedy bylo mozné déle
odvozovat, je nutné zmensit pocet proménnych na pocet stupnd volnosti.

Variace ¢;, uvazované v (6.20), tj. J-variace, pocitaji se obvykle pfi neproménném t;
potom jsou vazbami podminéna omezeni téchto variaci ddna m podminkami

> ayi0q;=> apmida=0 (r=1,2,...,m). 6.19’
i i

Tyto podminky mohou byt kombinovany s (6.20), pfi¢emz kazdou nasobime néjakou (dosud
neuréenou) veli¢inou A,, integrujeme pies ¢ v intervalu t; — ¢ty a vysledek pfiddme k (6.20).
Ptipustime, ze A, jsou zavislé jenom na case ¢, nikoliv uz na dalsich proménnych. Rovnosti
(6.19’) jsou identity, tudiz kazdy z novych integrala je nulovy. Mame tak

oL d oL
S /Z lﬁ% Toe +§Aram n;dt = 0. 6.21

Velic¢iny A, nebyly dosud urceny. Lze je tedy zvolit tak, aby

oL d oL B
dq;  dtog +§1A’" " 022
prot=1,2....m
Tato volba upravuje (6.21) na:
OL 4 OL ,
S /Z %1[6% dtaqz—i_?;)\ra” mdt = 0, (6.21)

ve kterych jsou vSechna 7; nezavisld, jelikoz je pravé (n —m) stupnt volnosti. Koeficienty
u 7; mohou byt tedy nulové. To vSak souhlasi s rovnicemi (6.22), pouzitymi pro i = m +
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1I,m +2,...,n. Kombinujice tyto vysledky, dojdeme k tomu, Ze rovnice (6.22) plati pro
vSecna ¢;. V této metodé se ucinky vazeb uvazuji ve skutecné symetrické podobé, ktera
nerozliSuje mezi souradnicemi. Je pravda, ze m rovnic bylo ziskano na zékladé jedné tivahy
a ostatni na zakladé druhé, vysledky maji ale stejnou podobu, takze se riizna ¢; mezi sebou
prakticky nelisi. Konec¢né urceni pohybu spociva v nalezeni (n +m) neznamych velicin ¢; a
Ar jako funkei ¢asu. Pro tuto pot¥ebu lze vyuzit n rovnic typu (6.22) a m vazbovych rovnic
(6.19). Veli¢iny A, nejsou obvykle zajimavé a staci je z rovnic vyloucit a stanovit g;.
Urceni A, je uzitecné jediné v tom vyjimecném ptipadé, kdy musime znat vazbové sily.
Jestlize se zbavime vazeb a nahradime je slozkami zobecnénych vazbovych sil @);, tu bude
pohyb systému popsan tymiz n souradnicemi g;, které jsou nyni nezavislé a vyhovujici n

pohybovym rovnicim
oL d (0L
= (=) =0.. 2
dq; di (8%) Qi 023
Jestlize pozadujeme, aby tento pohyb byl shodny s pohybem za pritomnosti vazeb, musi

se rovnice (6.23) shodovat s rovnicemi (6.22), tj.

Qi=- M. (6.24)
r=1

Aby k zadanému pohybu doslo, musi byt sily stejné bez ohledu na to, jak se nazyvaji,
zdali ,aktivni“ nebo ,vazbové“. Z toho plyne, Ze (6.24) poskytuji hodnoty vazbovych sil.

Dluzno pfipomenout, ze metody Lagrangeovych neurcitych souciniteli miize byt také
pouzito ve spojeni s d’Alembertovym principem k odvozeni pozménénych pohybovych rovnic
v Newtonové formé.

PRIKLAD

Vysledky predeslych stati lze dobte ilustrovat na urceni pohybu rovinného stejnorodého
disku kotalejiciho se bez tfeni po horizontalni roviné. Jeho rovina je vertikalni. Praveé
podminky kotaleni bez tfeni vyZaduji pouZiti neholonomnich vazeb. Ostatni vazby (pevné
téleso, vertikalni rovina disku a horizontalni rovina kotéleni) lze uvazit vhodnym vybérem
soustavy souradnic.

Zanedbame-li neholonomni vazby, miize byt systém popsan udanim ¢ty? nezavislych
soutadnic: kartézskych souradnic x, y stykového bodu disku s horizontalni rovinou, tthlu
1 mezi osou disku a osou = a tthlu © mezi zvolenym polomérem disku a vertikdlou. (viz
obr. 4). Lagrangian popisujici systém je

L=}M (i2+32) +3A6% +1
20972,
kde M je hmotnost disku, A a C' jsou jeho momenty setrvacnosti vzhledem k vlastni ose

a vzhledem k ose kolmé k ni.
Neholonomni vazba mtize byt nyni dana vztahem

v =a®, 6.26

(6.25)

kde v, = &, vy = ¥ a veli¢ina a je polomér disku. Rovnice (6.26) je ekvivalentni nasledujicim
dvéma rovnicim

dr —asinyd® =0, dy+acosydO =0, 6.26
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Hamiltontv princip

5/Lm:o
muze byt, tak jako dfive, rozvinut na
oL d oL B
tj.
5a/pwmm+M@M+A@m+cﬂwyuza (6.27)

a zahrneme-li vazbové podminky pouzitim neurcitych souciniteli, je
o [+ M) + (Mij+ Mg+

+(A © = \asiny + \gacosh)ng + Cibnw]dt =0. (6.28)

Dva ¢leny integrandu jsou nulové vlivem piislusné volby A,. Zbyvaji tedy v integrandu
pouze dvé z libovolnych veli¢in n; je mozné je povazovat za nezavisle proménné, jelikoz jsou
pravé dva stupné volnosti. Ma-li byt integral nulovy, musi byt koeficienty u téchto veli¢in
rovéz nulové. Konecny vysledek je:

M3+ M\ =0,
My+ Xy =0,
) ST 6.29
A © - \asiny + Agacosyy =0,
Cp = 0.

Je nutné uréit nyni Sest veli¢in: z, y, O, 1, A\;, Ay. K tomu méame Sest rovnic (6.26’)
a (6.29). Pro kone¢né feseni musime znéat pocateéni hodnoty libovolnych dvou proménnych
x, Yy, O, 1 soucasné s jejich derivacemi podle ¢asu. Z hodnot A\; a )y lze najit vazbami
podminéné sily tieni.

Tento priklad neni zcela obecny, jelikoZ €leny s ¢ v rovnicich (6.26”) nejsou. To vsSak
podstatné zptisob feseni neméni. Existuji-li ovsem takové ¢leny, pak jejich koeficienty nejsou
v (6.28).

PRINCIP NEJMENS{ AKCE

Zavedeme nyni novy a velmi obecny typ variace drahy systému. Nazveme ji A-variaci
a budeme pfedpokladat, ze se méni jak cas, tak prostorové souradnice. V koncovych bodech
drahy se prostorové souradnice nebudou ménit, ale casové zmény budou dovoleny. Nyni bude
bod P na neproménné draze pri nasledujici zméné soutradnic.

¢ — q; = q; + Aq; = q; + 0q; + ¢;At, (6.30)

kde §-variace ma drivéjsi vyznam a Ag; = 0 v koncovych bodech drahy.
Pro libovolnou funkci f = f(g;,§;,t) A-variace je:

of af .\  Of
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0 : of ,c. | . 0
Zzaqf_(5qi+int)+Za§(5qi+int) 9 At =

i ot
=of+ %L A (6.31)

pri
_ d )
A=6+A% (6.31')

Uvazujme A-variaci Hamiltonovy akéni funkce:

2 2
AS =A [Ldt=5 [ Ldt+|LAt; =
1 1

2
oLs . OL;
1/ (a% G >+|LAt;1 (6.32)

Zde o ff dt neni nulové, protoze dg; # 0 v koncovych bodech drahy. Z Lagrangeovych
pohybovych rovnic a ze vztahu 6¢; = % (0g;) je:

oL oL oL oL d B
9g,°% T o5, ~ d <aq)5 G+ gy ar (O%) =
d /0L, \ _ d B

a7 (8%5%) i (]%‘5%‘) =

d d
= 17 (PiAG) - 3 (PigiAL). (6.33)

Dosadime-li vysledek (6.33) do vyrazu (6.32) pfi podmince Ag; = 0 v koncovych bodech,
mame:

=~ [HAtf . 6.34

A/2Ldt: ’(LZpiqZ) At 2

Uvazujeme-li systém omezenj podminkou 2 E)t = 0 a uvazujeme-li pouze takové variace, pro
néz H je konstantni, potom

2
[HAH? = A/Hdt. (6.35)
1
Dosadime-li tento vysledek do (6.34), koneéné dostavame, ze
2
A / S it = 0. (6.36)
2

1

Toto je princip nejmensi akce. Velicina
W= [ Y piat
i

je obvykle znama jako Hamultonova charakteristickd funkce. Variace, které jsou obsazeny
v principu, vystihuji vztahy (6.30) s dopliiujicim omezenim, Ze totiz hamiltonién je integrdlem
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pohybu a mé stejnou hodnotu jak pro variovanou, tak pro nevariovanou drahu. V mechan-
ice se tohoto principu jako Hamiltonova principu tak neuziva, ackoliv pfi hamiltonovském
odvozeni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice je na néj bran zietel (viz kap. VII). Je pozoruhodny
Leibnitzovym principem, ve kterém je uvazovan integral ze Zivé sily systému. Je zde urcity
zmatek v terminologii, jelikoz nékteri autofi pouzivaji terminu ,nejmensi akce® pro zde
pouzity nazev Hamiltontv princip.

Podrobny vyklad mnohych dalsich varia¢nich principi, formulovanych v riznych dobéach,
lze najit v Lanzosové knize, uvedené v piehledu literatury.
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vii. TEORIE TRANSFORMACT

Pti odvozeni Lagrangeovych a Hamiltonovych rovnic byla velk& pozornost vénovana tomu,
aby byla vytvofena stejna forma vSech obecnych vztahti pro vSechny soustavy soutfadnic.
Libovolna transformace soutadnic

4 =4 (01,92, n,t) (7.1)

Vv

tohoto tvrzeni je, ze ,dané rovnice jsou kovariantni vzhledem k bodovym transformacim.
Je tfeba zdiraznit pfedpoklad, Ze singularni transformace jsou z tvahy vylouceny.

V Hamiltonové formalismu byly jako doplnék k prostorovym soufadnicim zavedeny dalsi
proménné — hybnosti, definované vztahy:

oL
= 2 5.1
Pi= e (5.1)
Jiz z prvniho pohledu je zfejmé, Ze tyto proménné maji uplné jiny vyznam nez soutadnice.
Avsak samo pouziti Hamiltonovych kanonickych vztaht ukazuje jistou podobu mezi témito
dvéma druhy proménnych. Jestlize ve vztazich

. _0H . _ 0H

=, = 5.16
ql é%pi Zh E)qi ( )

zaménime veli¢iny ¢; a p; za —p} a ¢}, jsou rovnice (5.16) znovu
., OH ., 0H (7.2)

qz‘:aTj,i; pi_*aiqé

Rovnice (7.2) se vzhledové od rovnic (5.16) nijak nelisi a jen ze samotnych rovnic (7.2) by
bylo moZné usoudit, Ze g jsou soufadnice a p, slozky hybnosti. Faktem ovSem ziistava, Ze
podle ptuvodnich definic téchto veli¢in tomu tak neni.

Uvedeny vysledek je zjevny paradox, ktery lze odstranit jen tehdy, budeme-li ¢; a p;
povazovat za rovnopravné. Plvodni postuldt Hamiltonovy teorie, totiz ze vSechna ¢; a p;
jsou nezavisle proménné, je tifeba doplnit tim, Ze ani jeden ze soubori téchto proménnych

vvvvvv

Prirozenym dusledkem této tvahy jsou transformace

(7.3)

¢ = 4; (Q17-~-7Qnap1""’pmt)’}
pr :p;((hw-~7Qnap1;-~-;pn7t)~

na které lze pohliZet jako na zobecnéni transformaci (7.1).
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Zdtraznime-li obecnou invariantnost rovnic, potfebujeme, aby oba soubory novych
proménnych byly spojeny vztahy

., _ OH ., _OH'
pi - 8(],; ’ q@ - 8p, )

2

kde H’ je urceno vztahem

szq@

Funkce I, je-li dosazena do Hamiltonova principu

5/L’dt:0

dava spravné pohybové rovnice v novych soufadnicich g;.

Transformace, které se shoduji s témito podminkami, byly nazvany kanonické transfor-
mace nebo kontaktni transformace. *) Lze dokazat, Ze existuji transformace typu (7.3),
které tyto pozadavky nesplnuji, nemaji vSsak praktického vyznamu.

P1i studiu tohoto velmi obecného typu transformaci se nase hledisko ponékud lisi od
hlediska z kap. III. Tam jsme pfi pfechodu k zobecnénym soutfadnicim pfedpokladali, ze
nova podoba funkce L byla ziskana z ptivodni podoby bezprostfednim dosazenim transfor-
macnich vztaht. Je to zvlastni pfipad velmi obecné transformace (tzv. bodovd transformace)
uvazované nyni. Nyni jiz neni mezi dvéma formami lagrangianu p¥imy vztah.

Z horniho plyne, ze pozménéna forma Hamiltonova principu se zachovava jak v ptivodni,
tak i v nové soustave, tj.

t
5/2[2102% H} dt =0,
; (7.4)
2
5/[2@; H'|dt =0,
ty

Driive nezaznamenana vlastnost -variaci spoc¢iva v tom, zZe podminka ¢ [ fd¢ = 0 je obecné
splnéna pii f = %—};, kde F' je libovolna funkce. To se nevztahuje k predeslym tvaham, kde
byl integrand zndmou funkci. Avsak zde je odlisna situace, nebot z rovnic (7.4) lze kombinaci

obdriet, 7e t
Jlm ) (o oo

pricemz integrand je do urcité miry neznamy. Z toho plyne, Ze

s ! dF
(qui —H> - <Zpiq¢ —H> =3 (7.6)
i i
V prvni zavorce je funkce proménnych ¢; a p; a t, v druhé zavorce pak funkce proménnych
¢, p; a t. Funkce F' musi byt tedy obecné zavisld na (4n + 1) proménnych ¢;, p;, ¢}, p; a

*) Poznamenejme, Ze tyto dva terminy nejsou vzdycky synonymy, zde vSak budou uZity
v zaménitelném smyslu.
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t. Jenze tyto proménné vyhovuji transformacnim rovnicim (7.3), procezpocet nezavislych
proménnych se zmensuje na (2n + 1) proménnych, véetné ¢ a libovolnych 2n proménnych
Z 4, Pi» 4; & Pj-

Uvazujme tento zvlastni pripad:

F:Fl(QIV'anaq/l?""Q;L)t)) (77)
takze dF OF oF|.,  OF
=T G X g G (75)
Dosadime-li (7.8) do (7.6), je
- 0F OFy , OF, B
> (pi- Gt ) doi - Z(pl—aq>dql (H -1 - %) at=0 (7.9)

7

a jelikoZ q;, ¢} a t je mozné pokladat za nezavisle proménné, lze psat, Ze

0 ,
8
p; = aq F1 (45, 4351) 5 (7.11)
!/ 8 /
H - H= EFl (gi,q;,1). (7.12)

Rovnice (7.10) je mozné v principu fesit tak, Ze se najde funkce

4 =, (¢ip;,t) - (7.10)

Dosadi-li se tento vysledek do rovnice (7.11), obdrzi se funkce

P = (¢ pir t) - (7.11)

Dostali jsme kone¢né transformadéni rovnice typu (7.3). Z toho plyne, Ze takto lze ziskat
transformacni vztahy ze znamé funkce F'. Na tomto zakladé se funkci F' tik& generacni
(vytvdrejict) funkce transformace.

Poznamenejme, Ze podle rovnice (7.12) je transformovand Hamiltonova funkce shodna
s puvodni funkci, jestlize generac¢ni funkce neni explicitné zavisla na case.

Zpocatku se mize zdat, ze kanonicka transformace je predpisovana takovym zptisobem,
ktery odpovida vybéru libovolné integracni konstanty. Blizsi rozbor vSak ukazuje, ze tomu
tak neni. Je-li vSech ¢;, p;, ¢; a p; urceno piedem, neni ve vybéru F' libovile, naopak je
to zcela definovana funkce, zavisla na transformacnich vztazich; neni tedy s podivem, ze
tyto vztahy lze z oné funkce odvodit. Z toho vznikd nepfesny vyklad, Ze je leh¢i odvodit
transformacni rovnice ze zadané funkce F' nez obracené.

Je dobré jesté zdiraznit, Ze generacni funkce miize byt vyjadiena prostfednictvim ¢
a jakychkoliv 2n ze 4n proménnych ¢;, p;, ¢, p;- Ne&jaky jiny piipad neZ ten, ktery je
uréen funkei (7.7), miZe byt stanoven Legenderovou transformaci této funkce, napi:

F2:F1 (QI77qn7q/1aaq;L7t)+Zp;qz (713)
i
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V souhlase s podstatou Legenderovy transformace je nutné ptredpokladat, Ze nezavisle
proménné (¢;,q},t) jsou nahrazeny nezavisle proménnymi (g;,p;,t). Znamena to, ze

F2:F1 (QL"')qnvp/la"'vp/nat)' (713/)

Uvazujme, jako drive, stejnou transformaci:

(pr)-(pe-w) -4~

odkud
) aFZ ) ’ aF? ’ ’ aFQ _
z ¢ehoz OF
_ 05
Pi= g0 (7.15)
;o aFQ
q4; = Tpg’ (7.16)
/ _ aFQ
H - H =52, (7.17)
Jelikoz % = %,*) je (7.17) identicka s (7.12), jak bylo mozné oc¢ekavat podle toho, ze
se oba vyrazy vztahuji k jedné a téZze transformaci. Déle pak (7.15) jsou shodné s (7.10),
nebot %1;1 = %. Rovnice (7.16) se jevi odlisnou od (7.11), je vSak ve skutecnosti jejim

novym usporadanim.
Vyrazy vztahujici se ke dvéma dalsim hlavnim typtm generacni funkce lze ziskat podob-
nym zpusobem. Lze je stru¢né zapsat takto:

F5 (i, q},t) = Fi1 (¢, 4}, 1) Zquz, (7.18)
coz dava
! op; " dq;’ ot ’
a
Fy (pi, 0, t) = Fy (g5, 4t +qupi - i, (7.20)
i
7 Gehoz
v dp; " " 8p; ’ ot '
PRIKLADY NA KANONICKE TRANSFORMACE
a) =34,

*) Poznamenejme, Ze % a podobné dalsi derivace jsou nulové, jelikoz podle predpokladu
vSechny zde pouzité proménné jsou nezavislé.
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Toto je zfejmé specidlni piipad generacni funkce Fy; pouzijeme-li (7.15) az (7.17), méme:

’ aFQ_
H' = H+ 52 =1,

._6F2—/, 4—%_ .
p’L_ apz _pz’ qz_ ap; _q’L7

coz znamena, ze transformace dana touto funkci je trividlnim piipadem identické transfor-
mace.

Funkce F' = -3, ¢;p; vede na transformaci ¢, = —q;, p; = —p;, H' = H. Tento vysledek
dotvrzuje, ze prostorova inverze je zvlastnim pripadem kanonické transformace. Totéz pro
jednoduchou inverzi ¢asu neplati.

b) Fy =344,
Z (7.10) az (7.12) plyne, zZe

pi=¢q;, pi=-q;, H=H,

kterazto transformace byla povazovana na pocatku této kapitoly.

c) Fy =3 fj(¢:)p; (f; je libovolnd funkce)
Z toho

Of.
pizzmag, ¢ = fila), H =H.
J

Z toho je ziejmé, jaky musi mit generacni funkce vzhled, aby vznikla transformace byla
bodovou transformaci.

Predeslé priklady pouze ukazuji postup odvozeni transformacnich rovnic, kdyz je zadana
urcitd generacni funkce. Nedélaji si narok na to, byt samy o sobé zvlast uziteéné. V pod-
staté na tomto misté vznika otazka ,proc¢ vlastné kanonické tranformace studovat?“ Snahou
této knihy je podat jisté predstavy o tfidé metod, kterych se pouziva k formulaci problémi
mechaniky. Jestlize je jiz tloha formulovana prostfednictvim kanonickych rovnic, pak jed-
inym cilem kanonické transformace je takova tprava téchto rovnic, aby byly co nejsnaze
fesitelné. Ze tomu tak je, lze predvést na zvlastnim prikladé.

Predpokladejme, Ze je tfeba urcit pohyb hmotného bodu, pro néjz Hamiltonova funkce
nabyva vzhledu:

H:1< 2+p2>- (7.22)
2 lLLq m ’ *
(je ovSem znamo, Ze toto je funkce odpovidajici linedrnim harmonickym kmitim hmotného
bodu, ale pfipustme, Ze to nevime).
Postulovani vyrazu (7.22) je ekvivalentni nasledujicim pohybovym rovnicim:

._OH _p . _ OH
1=, =m P=—5, =1 (7.23)

V souhlase se zavéry kap. V bezprostfeni feseni téchto rovnic neni zfejmé. Nejjednodussi
cesta je v eliminaci p, coz dava:
mg = —puq, (7.24)

coz je ve skutecnosti Lagrangeova rovnice systému a lze ji snadno utvorit bez zavedeni
Hamiltonovy funkce.
Jako dalsi jiny postup uvazujeme kanonickou transformaci vyvolanou funkci

Fy =kqg?cotq; (7.25)
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pro tuto transformaci z (7.10) az (7.12) je:

_ aFl _ / _ ’ ;o aFl _ 2 2 1
p_a—q_qucotq, H=H', p——aq,—kq csct g,
z ¢ehoz
p = +/4kp' cosq/, q:\/isinq’ (7.26)
a z toho

1o PPN _ L p e, Ak o\
H—2<,uq —i—m)—z(uksm q + oy CO8 q)—

_Mp/ 02 47]{:2 2 1.
=5F <s1n q +m,u cos q), (7.27)

jestlize k = %,/mu zuzi se tento vysledek na

c_ kB
H = = /m, (7.28)

coz je zvlasté jednoduché. Jelikoz ¢’ je cyklicka souradnice, je

., OH' _
B = 0
a z toho
p’ = konst. = a, (7.29)

kde « je integrac¢ni konstanta; tedy

., _OH"  [w,
q = ap —\/;(—konst.)

q = \/gt + . (7.30)

Pozadované vyrazy pro p a ¢ lze nyni obdrzet dosazenim vztaht (7.29) a (7.30) do rovnic
(7.26).

V tomto pripadé se staly Hamiltonovy rovnice fesitelné az po pouziti kanonické transfor-
mace, pomoci niz vznikla nova soustava, ve které byla souradnice polohy cyklickou. Jelikoz
je jiz odpovéd na tuto tlohu znédma, lze na ni pohliZet jako na ilustraci obecné metody,
s jejiz pomoci Ize udélat vSechny soutradnice cyklickymi vlivem patfi¢ného vybéru generac¢ni
funkce. Na tomto misté neni jasné, ze urceni této funkce je vlastné cokoliv jiného, jen ne
dohady. Vyvinuti né€jakého racionalniho zpisobu k jejimu urceni je podano v nasledujicim
¢lanku.

Pouzitim (7.27), (7.29) a (7.30) z pfedeslého piikladu dojdeme k takovémuto vedlejsimu
vysledku:

s
J= j{pdq = /Zp’ cos? ¢'dq’ = 2ma(= konst.). (7.31)
0

Veli¢iny J a ¢’ jsou znamé jako proménné akce a thlu. V prvotnich stadiich rozvoje
kvantové mechaniky byly kvantové vlastnosti periodickych systémii popisovany postulovanim
moznych hodnot J, jez musely vSechny byt celistvymi nasobky Planckovy konstanty h.
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HAMILTONOVA—JACOBIHO METODA

Zde je popsana metoda pro explicitni urceni generac¢ni funkce, ze které mohou byt
odvozeny transformace, jez ¢ini Hamiltonovy rovnice fesitelnymi. Hledana transformace
musi byt zvlastnim typem jiz diive zkoumanych transformaci, nebot je zapotiebi, aby
vSechny nové prostorové souradnice a hybnosti byly konstantni.

Predpokladejme, ze pozadovand transformace existuje a je vytvorena funkci S =
S(q1,-- - aqn, 45, -, @, t), kterd musi byt zvlastnim piipadem funkce Fi, uvazované v pfed-
chazejicim c¢lanku.

7 predeslych postulatu je:

q; = konst = «;, p; = konst = j3;, (7.32)
z ¢ehoz
S=8(q1,---,qn,1,...,an,t). (7.33)

Jelikoz transformace je kanonicka, je

= of ., OH
Qi_ ap,_a pz_ 36]7{’

(3

odkud pfi uvazeni (7.32) obdrzime

OH' OH'
Tp; i 0’ Tqé i 0- (7.34)
Je mozné zavést dalsi podminku % = 0. Pak bude H’ konstanta, kterou lze povazovat

za nulovou, nebot, jestlize transformace S vede na transformovanou Hamiltonovu funkci

Hp=konst = A, tu S =5, - At dava H' = 0. Z (7.12) je

oS
H (g;;pist) + 57 =0 (7.35)
az (7.10) 99
“ehod
S H(~65t> 95 _ (7.35')
an aql7 at - Y .

Rovnice (7.35) je parcialni diferencidlni rovnice prvniho fadu, nazvanid Hamiltonovou—
Jacobiho rovnici. Muize byt explicitné sepsana pro jakoukykoliv zvlastni piipad, jelikoz
hamiltonidan bude znamou funkci ¢;, p; a t. Jeji feSeni miize byt obtizné, ale budeme je
principidlné predpokladat. V dalsim se omezime jen na vyjasnéni zptsobu feseni.

Jelikoz Hamiltonova-Jacobiho rovnice zahrnuje (n+ 1) nezéavislych proménnych ¢; a ¢, jeji
feSeni bude obsahovat (n+1) libovolnych konstant. Jestlize S je néjaké mozné feSeni, plyne
jasné ze zapisu (7.35), ze S; = (S + konst) je pochopitelné také fesenim. Takto je jedna
z (n+1) libovolnych konstant uvazena a lze ji zanedbat, jelikoz v rovnici jsou pouze derivace
S. Pro obecné feseni lze nyni napsat, ze

S =80(q1s---8,qn,C1,...5,Cn,t), (7.37)
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v ¢emz jsou ¢; libovolné konstanty.
Na pocatku byla ovSsem tuvaha, ze

S:S(Ql?"'37qn7q/1a'"qu;wt)a

pficem?Z ¢, = «; = konst. Konstanty ¢; museji s konstantami «; souviset a skutecné s nimi
mohou byt identifikovany. Toto zjiSténi totoZnosti pozaduje, aby rovnice (7.32) az (7.34)
byly splnény, kdyz «; jsou zaménény za c;. Odvozeni ukazuje, ze tomu tak opravdu je,
ovSem s vylouc¢enim druhé rovnice (7.32).

Podle (7.11) genera¢ni funkce dané vztahem (7.37) poskytuje nasledujici slozky hybnosti:

’_ aSO

Pi= =3¢, (7.38)
Tudiz podle (7.37)
dp; _d 0S8y _ 925, . 0%,
dt — dt d¢; lz dq;0c; Jatac (7.39)
a také, jelikoz Sy je feSenim (7.35’):
8250 . 0 880 . 0 85’0
B (09) - [ (s 530 o

Parcialni diferencovani (7.37) podle ¢; zachovava ¢; a t konstantnimi, tudiz p¥i pouziti (7.36)
a kanonickych rovnic ¢; = 8H Je vztah (7.40):

%Sy _ OH 0 (0S5 OH 025, 925,
O — = (%) 9e; <an ) Z dpj 0c;0q; -2 dc;i0q;” (7.41)
J

Dosadime-li nakonec vyraz (7.41) do (7.39), obdrzime

dp;
dt =0,

tj. p; = konst.

Ztotoznéni ¢; a a; tak splinuje vSechny pivodni pozadavky transformace.

K tplnému urceni generacéni funkce S je nevyhnutelné znat hodnoty konstant o;; = ¢;. Tyto
konstanty mohou byt nalezeny dosazenim danjch pocatecnich hodnot systému (tj. hodnot
g; a p; prit =ty) do rovnic (7.36) a jejich FeSenim pro «;. Jestlize je dale pozadovana znalost
hodnot (konstant) transformovanych slozek hybnosti p, = f3;, 1ze je nalézt z (7.38).

Tim se dovrsuje feSeni tlohy natolik, nakolik se mluvi o transformaci, ovSem nasi hlavni
snahou je feseni prvotnich Hamiltonovych rovnic, tj. urceni p; a ¢; jako funkci ¢asu. Proto
je nutné dosadit a; a 3; do obecného tvaru rovnic (7.38), které jsou pak FeSeny pro ¢; jako

q¢;(cj, B;,1t); konecné po dosazeni «; a ¢; do (7.36) jsou nalezena p; jako p; = p;(ay, 5;,t).

A¢ to v feSeni nepomiize, dalsi tivahy ndm osvétli vyznam funkce S. Z rovnice (7.6) je

- (ZM ) (ZM@ ) = (qu —H) _I

S = / Ldt, (7.42)

7 ¢ehoz
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tj. funkci S 1ze ztotoznit s Hamiltonovou principialni funkei (odtud je vzat symbol). Bohuzel
integrace nemuze byt uskutec¢néna, dokud ¢; a p; nejsou zndmé funkce casu, tj. dokud neni
uloha roziesena. Takové spojeni je ovSem bez praktického vyznamu.

PRIKLAD

Ke znazornéni Hamiltonovy—Jacobiho metody uvazime znova jednoduchy harmonicky os-
cilator. Pro tento problém

_ 1/l 2
H=5 (mp + 1q ) (7.43)
a tomu odpovidajici Hamiltonova-Jacobiho rovnice je
1[1 /05\* o], 6 08

Kdykoliv hamiltonidn neobsahuje explicitné c¢as ¢, feSeni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice
je:
S(q,a,t) =5"(q, ) — c(a)t.

Podle diskuse obecného pifipadu konstanta c¢(«) miize byt ztotoznéna s konstantou «, takze

S(q,a,t) =5"(q, ) — at (7.45)
a (7.44) prechézi na
1[1 fos\* B
(5 ] oo
£,
1
as' 20 5\ 2
gq (ZP)=vmi (u -q ) : (7.46)
z ¢ehoz )
2c 2 2
SzS’—atszu/(u—q) dg+ D (o) — at, (7.47)

kde D je integracni konstanta, kterou, jak jsme ukéazali diive, lze bez jmy na obecnosti
zanedbat.
V tomto pfipadé neni nutné integrovanim obdrzet explicitni formu S. Z (7.47) je

1
08 I (2a0 9\ 72, mo O
5“%‘“”’7‘/”(#“1) dg=1 =7 cos (q m) (7.48)

Vezmeme-li pocéateéni podminky ¢ = 0, p = /2mE, pii ¢t = 0 a dosadime-li je do (7.46),
obdrzime

a=E,. (7.49)

tj. transformovana zobecnéna soutradnice je ztotoznéna s celkovou energii.

Ze vztahu (7.48) je také
T [m
=—=4/—- 7.50
p=-1T (7.50
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Z vyrazu (7.48) plyne déle explicitni vyjadieni ¢, tj.

g= \/270(:% (t\/EJr g) (7.51)

p=1/2mEsin (t\/ng g) (7.52)

coz je ovsem obvyklé feseni tohoto problému.
Kdyz vice nez jeden par kanonickych proménnych a ¢ neni v H explicitné obsazen, pak
feseni Hamiltonovy-Jacobiho rovnice ma vzdy vzhled

S (i, a4, t) = 5" (q;, ) — o, (7.53)

a z vyrazu (7.46)

kde ve vSech nas zajimajicich piipadech lze a ztotoznit s celkovou energii.*) Le¢ plné urceni
S je mozné, jen kdyz proménné ¢; jsou v Hamiltonové-Jacobiho rovnici separovatelné.

NEKONECNE MALE KONTAKTNf TRANSFORMACE

Kdyz byly diskutovany priklady kanonickych transformaci, ukazali jsme, ze funkce Fy =
> qip; vytvaii identickou transformaci. Jestlize ¢ je né&jaky nekonecné maly parametr
nezavisly na ¢; a p;, bude nekone¢né mald zména proménnych vytvarena funkci

F=>"qp;+ <G (q;,p}), (7.54)
i
kde G je libovolné funkce. Podle (7.15) a (7.16) jsou nové proménné dany vztahy:
,_OF _ 0G _or _, 0G
qi—aipg—%‘i‘gaipga pz—aiqi—pi“‘gaiqia (7-55)
tj.
oG oG
) i — E=w—, o i — —&/— 7.56
4%=Egp P a4, (7.56)
a jelikoz (p, — p;) je nekoneéné malé, staci zaménit ve funkci G velic¢inu p; na p;, tzn.
0g; =8iG(q‘ pi), Op;= fsiG(q‘ i) - (7.56)
1 apz Lot ) o 7 aqz 17

Generac¢ni funkci byla nejprve nazvéana funkce F', avSak v piipadé nekone¢né malé kon-
taktni transformace se obvykle tento popis pfenasi na funkci G. Rovnice (7.56") takto urcuji
nekonecné malé zmény sdruzenych proménnych, které jsou vyvolany libovolnou funkci G.

Jako zvlastni pripad uvazujme

e=dt, G=H, (7.57)
pak pfi pouziti kanonickych rovnic mame
_ LOH o oH _ . .
dq; = dt@T% =dt.q;, Op; = —dta—qi = dt.p;, (7.58)

*) Viz ¢lanek ,Geometrickd a vlnova mechanika® na str. (__??7__ PAGEREF !!!)
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tj. zmény sdruzenych proménnych vyvolané uzitim hamiltonianu jako generac¢ni funkce jsou
skutecné takové, jaké v systému béhem pohybu nastavaji. Zmény za konecny interval casu
od ty do t mozno povazovat za vysledek posloupnosti takovych nekonecné malych zmén, jez
byly vyvolany H. Pohyb systému miize byt takto uvazovan za nepretrzité uskutecnovani
kontaktni transformace vyvolavané hamiltonianem systému.

GEOMETRICKA A VLNOVA MECHANIKA

Na zakladé predchoziho ¢lanku je nyni mozné Hamiltonovu-Jacobiho metodu vylozit
ponékud jinak. Drfive byly tato metoda uvazovana jako prostfedek pro feSeni tloh po-
moci prechodu k novym kanonickym rovnicim, ve kterych jsou vSechny proménné integraly
pohybu. Takovou interpretaci podal Jacobi. Jiny pohled, prvné predlozeny Hamiltonem,
povazuje S za funkci, ktera transformuje prostorové souradnice z jejich pocate¢ni hodnoty
q; pii t = 0 na jejich hodnotu ¢; v case t. Takto stru¢né popisuje ¢asovy vyvoj systému.

Podle definice

L= pa-H.
1

takze

S:/iw:/zp@w_/ﬂwzw;/ﬂw. (7.59)

Podle pocatecniho predpokladu S = S(g;,¢},t). Odtud, omezime-li se jen na systémy, pro
které %—Ig =0a H = E a vylou¢ime-li veli¢iny ¢;, jelikoz je nyni povazujeme za konstantni
pocatecni hodnoty, mame:

S (g;,t) =W - Et. (7.60)
Princip nejmensi akce (6.36) tvrdi, ze 6W = 0. Z uréeni d-variace dané v kap. VI je jasné,
ze W miize byt pouze zavislé na polohovych souradnicich koncovych bodt drahy, t;j.

S (4 t) =W (g:) - B, (7.60)

jak jsme ukézali diive v (7.53).
Je mozné vyvinout obecnou interpretaci vyrazu (7.60") v pojmech vlnového pohybu.
Omezime se na jednoduchy zvlastni priklad, ktery zde pouzité tvahy dobie osvétli.
Uvazujme systém o jednom hmotném bodu, na ktery ptisobi konzervativni sily, a pouzita
soustava soutfadnic je kartézska. Obecny zapis Hamiltonovy-Jacobiho rovnice jest:

oS oS

pro nas zvlastni ptipad z (7.36) a (7.60’) mame, ze

98 oW

Y0 .t =vWW 7.61a
Pi=g, = og U P (7.61a)
a také 95
z ¢ehoz Hamiltonova-Jacobiho rovnice jest:
1 2 _
57 (Vi)' +V =E, (7.62)
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tj.
VW | =/2m(E -V ). (7.62")
Diive jsme jiz ukézali, Ze pohyb systému lze v konfigura¢nim prostoru znazornit né-
jakou spojitou carou. V tomto ptipadé tato ¢ara bude skutecnou trajektorii hmotného bodu
v obycejném prostoru. Rovnost W = konst predstavuje v tomto prostoru soubor ploch a
(7.61a) vyjadfuje, ze trajektorie hmotnych bodu jsou vzdy k témto plocham kolmé. To
pripomina vztahy mezi vlnoplochami a paprsky v optice. Pfedpokladejme, Zze pohyb hmot-
ného bodu ve skutecnosti s takovou néjakou formou vinového pohybu v tomto sméru souvisi.

Jsou-li takovéto vlnové vlastnosti popsany vlnovou funkei v, kterd vyhovuje rovnici podobné
skalarni vlnové rovnici v optice, potom

2 aQw

v2w+“2 Sy

=0, (7.63)

kde se uvazuje zména rychlosti vinéni od bodu k bodu zavedenim ,indexu lomu® pu, ktery je
spojitou funkci soufadnic. Omezime-li se jen na jednu frekvenci w, mame

V2w+“2 ) =0. (7.63")

Obecné Feseni této rovnice necht je:
b =t (g;) e'lkof (@)= (7.64)

_ 2 _ . 7 ’
kde kg = /\—g = % a 1 je realné.
,Omezime-li se na pripad malé zmény indexu lomu na jedné vlnové délce”, 1ze dokazat,
ze musi byt splnéna podminka

(VF)* =2 (7.65)

Plochy konstantni faze jsou dany vztahem

kof (¢;) — wt = ¢ (g;,t) = konst. (7.66)

Tato rovnice je ale analogicka rovnici (7.60’), takze lze ztotoznit plochy o konstantnim S
(které lze zobrazit v konfiguratnim prostoru a které se budou v kazdém okamziku shodovat
s riznymi plochami W = konst (viz obr. 6) s vlnoplochami konstantni faze. Z tohoto zto-
toznéni plyne, ze

S=a¢p, W=akyf, E=aw, (7.67)

kde a je zatim libovolna konstanta. Vyrazy (7.65), (7.67) a (7.62") poskytuji nyni nésledujici
hodnotu ,indexu lomu*:

p=|vf|= k VW |=—1/2m (E-V); (7.68)

vlnova rovnice (7.63") je pak:

V2 + Qm(SQ—V)¢ =0. (7.69)
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Polozime-li zde a = %7 dostaneme Schrédingerovu vinovou rovnici pro jeden hmotny bod
v konzervativnim poli. Z uvedeného je vidét, ze Schrodingerova vlnova mechanika je v ob-
dobném vztahu k obycejné mechanice hmotného bodu jako fyzikalni optika ke geometrické
optice.®) Proto je ¢asto mechanika hmotného bodu nazyvana geometrickou mechanikou.

FERMATUV PRINCIP

V analogii s poslednim c¢lankem lze jit i obracenou cestou. V pfipadé hmotného bodu
dosazeni vyrazi (7.61a) a (7.68) do principu nejmensi akce (6.36) dava

5 / pds =0 (7.70)

Tento vysledek, pouzit v optice, vyjadiuje Fermativ princip nejmensi opticke drahy.

*) Se soucasnymi pracemi v této oblasti nds sezndmi kniha J. L. Synge ,Geometrical Me-
chanics and de Broglie Waves®.
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viii. POISSONOVY ZAVORKY

DEFINICE

Necht F' = F(q;,p;,t) je néjakd dynamickd proménné systému, zavisejici na sdruzenych
proménnych ¢;, p;. Potom

: 8F
F = d ; Z g + Z (8.1)
Pouzitim Hamiltonovych kanonickych rovnic (5.16) tento vyraz lze prepsat na
- OF OH OFOH OF
= < ) +9 8.2
29, 09, opi 00,) 00 82)

o OF OH _ OF OH ' . kd : ; -
Velic¢ina Y, (a—qia—pl — TpiTq) hraje v rozvoji analytické mechaniky velkou roli a nazyva se

Poissonovou zavorkou (???) funkci F' a H. V obecném piipadé je Poissonova zavorka
libovolnych dvou proménnych veli¢in X a Y definovana jako

Xy, =Y <aX oy 09X ay>‘

dq; Op;  Op; Oq; (8:3)
Toto pojeti nijak podstatné feseni pohybovych rovnic systému neusnadnuje, ale jak
uvidime, je prospésné pfi rozboru integralii pohybu. Dochéazi se k takovému matematickému
aparatu, ktery je pfi jisté, nikterak slozité interpretaci vhodné pouzitelny k zavedeni pravidel
kvantovani v Heisenbergové formulaci kvantové mechaniky.
Pfimo z definice zavorek plynou nasledujici identity:

(X, Y]=-[X,Y],

Y]=
[X, X] =0,
(X, Y +Z]=[X,Y]+[X, Z], 8.4)
X.YZ|=Y[X,Z]+[X.Y]|Z
a také
i o 07 [pi,pj}q’p (s5)

(4i:pj| = 535,
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kde d;; je obvykly delta-symbol s vlastnostmi

0;5 =0 pii i # 7,
5 =1pHii=].

Veli¢iny (8.5) jsou znamy jako fundamentdlni nebo zdkladni Poissonovy zévorky.

INVARIANCE VZHLEDEM KE KANONICKYM TRANSFORMACIM

Velmi dilezitou vlastnosti zavorek je jejich invariance vzhledem ke kanonickym transfor-
macim. Znamena to, ze

(X, Y], =[XY]

q.p’
pricemz X a Y maji stejnou hodnotu ve dvou rozlicnych soustavach soutadnic, ale nikoliv
zévazné stejnou formu.

Dikaz predeslého tvrzeni 1ze provést, pouzijeme-li myslenek z posledni kapitoly. Tam bylo
ukazéano, ze kanonickd transformace mtze byt vytvofena funkci Iy = Fj (¢;,q;,t), piicemz
plati nasledujici vztahy:

_ 0

- 7 7.10
Pi= gy (7.10)
o ale
z nichz plyne, ze
op; _ O°Fy _ 9P (8.6)
dq;  Oq;0q; g
a podobnym zptisobem, vyuzijeme-li dalSich typt generacnich funkci Fy, F3, Fy, je
dq; _ 9y 8q; 04 Op; % (8.6')

Oq; — Op;’Op;  Op; Op;  da;’

Pouzitim téchto vysledki na fundamentalni Poissonovy zavorky dostaneme:

aq. 8p3. aq. Gp;- dq, dq,, 04’ py, aq!
’.’ . = (2 — 2 = 2 _ 2 = Z:(Si': /7/ ;‘/‘
2l Zk: ((3% Ope ~ Opi Ogy Zk: Jay 0, Opy 0a;) ~ B, 0 = LTI

a podobné
], =0=[aq]
[p%,p;}w =0= [P&p}}q’p
Pro fundamentalni zavorky byl tedy dikaz podan. Uvazujme nyni obecny piipad:

0X oY 0X oY
XY, = A — R | =
[ }q,p zk: <8qk 8pk, 8pk 8qk,>

_y |OX (Y 0a; OV Op;) _OX (OY 0d; OV Opy )| _
5 10, \04; 9p;, ~ 9p;9p; ) Opj, \9q; Og; ~ Op; g,
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aY . , aY . ,
:;{aqj[,Qap]qu+%[7q7P]PjX}- (8.8)

Na vyraz {qj,X } v lze pohlizet jako na zvlastni pripad vyrazu (8.8), vznikly zaménou q;

za X a X za Y. Potom pii pouziti (8.7) je

X X
Xog],  =-laX], =~ Z { Ja |G, 5 (452 q,p,} Z ﬁpk =,
(8.9)

Podobné ax
Xop], = 70 (8.10)

Dosadime-li (8.9) a (8.10) do (8.8), obdrzime

dY 0X | 0Y 0X
(X Y], = > (

oY OX L OV OX ) _ iy y 8.11
4 Op; ~ Ip; aqj) A a (51

coz potvrzuje spravnost vysledku v obecném pripadé. Jelikoz hodnota Poissonovy zavorky
neni zavisla na souboru sdruzenych proménnych, vzhledem k nimz je vyjadfena, nejsou
indexy u zavorek nutné a budou tedy nyni vynechavany.

MOMENT HYBNOSTI

Ve zvlastnich pripadech lze ztotoznit komponenty momentu hybnosti s komponentami
zobecnéné hybnosti. Obecné lze takové ztotoznéni momentu hybnosti, sdruzeného s néjakou
thlovou soufadnici, uskutec¢nit u prostého mechanického systému, kde se nevyskytuji napi.
elektromagnetické efekty. Je zajimavé prozkoumat Poissonovu zavorku dvou slozek momentu
hybnosti. Pro jednoduchost uvazujeme hmotny bod v kartézské souradné soustave. Slozky
momentu hybnosti pak jsou:

Iy = xops — x3p2, ly = T3P — T1P3, [3 = T1P3 — T3P1, (8.12)

kde p; = x%1 atd. Vypocet Poissonovy zavorky pro [; a [y dava:

[l1, 1] = (paw1 — p122) = 3.

Podobné vysledky dostaneme i pro druhé kombinace. Lze je obecné napsat jako
{ iz ]} Z‘C:Ukllw (813)

gijk = 1, jestlize (i,j, k) je sudd permutace cisel (1, 2, 3),
kde = -1, jestlize (4,7, k) je licha permutace ¢isel (1, 2, 3),
= 0 pro ostatni pripady.
Disledek (8.13) je, Ze nemohou byt takové dvé slozky momentu hybnosti, které by byly

soucasné sdruzené proménné, jelikoz vSsechny sdruzené proménné musi vyhovovat zakontim,
danym rovnicemi (8.7) a vztahujicim se k fundamentalnim zavorkam. Konecéné libovolna
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slozka momentu hybnosti miize byt poklddana za zobecnénou hybnost, ovSem v néjaké
zvlastni vybrané referen¢ni soustavé lze vybrat pouze jednu takovou slozku.
Uvazujme nyni {li, l2], kde 2 je kvadrat celkového momentu hybnosti. PouZijeme-li identit

(8.4) a vysledku (8.13), je

1, 2] = [lWZl?}—Z[ZZ,lﬂ > 20 [l ] = " 2585l = 0, (8.14)

J J Jik

tj. 12 a libovoln4 jedna slozka | mohou byt soucasné povazovany za sdruzené proménné.
Vysledky (8.13) a (8.14) jsou velmi dilezité pro pouziti tohoto formalismu v kvantové me-
chanice.

Dalsi, neméné diilezité vysledky jsou:

[SL’Z, ]} Zgwkxku [pzv _7:| Zgz]kpkv (815)

kde p; v tomto pripadé stale oznacuje slozku hybnosti v kartézské soustavé souradnic.

INTEGRALY POHYBU

Zdtraznili jsme jiz, ze v nékterych pripadech je feseni tilohy mozno pokladat za ukoncené,
kdyz byly stanoveny integraly pohybu a vyjasnén jejich smysl. Rovnost (8.2) zapsana po-
moci Poissonovych zavorek ukazuje, Ze casova zména néjaké dynamické proménné F' je dana
vztahem

oF
ot
Z toho plyne, ze v pripadé€, kdy takovato proménnéd neobsahuje explicitné cas a ma byt
integralem pohybu, postacuje, aby Poissonova zavorka z této proménné a H byla nulova.
Tento vysledek poskytuje uzitecné urceni integrali pohybu i bez ohledu na to, je-li nebo
neni H samo integralem pohybu.

Specidlnim ptipadem vzorce (8.2’) je:

4 =4, H], pi=[pi H] (8.16)

Tyto vztahy jsou totozné s Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi a lze je povazovat za
kanonické rovnice, vyjadiené formou Poissonovych zavorek.
Druhy zvlastni ptipad je:

F=|[F H+ (8.2')

dH OH OH
o~ At =

Tento vyraz byl jiz diive také odvozen.

(8.17)

JACOBIHO IDENTITA

Uvazujme vyraz:

B oY 0Z Y 97 0X 0Z 09X 0Z
X2l - 2= lX’ ; (8% dp;  Op; (9%)] [Y 2 (a% dp;  Op; 0%)]
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pouzijeme-li identit (8.4) a preskupime-li vyrazy, dostaneme

> (o] o))~ o (o] + o]}

oz Y oz 0X 0771 00X YA
+Z{aqz[ o)~ 5 X 5]~ e Vo) e T

Pti identité

0 0X oY ]
XY= [ . ,Y] + [X, = (8.18)
redukuje se prvni vyraz na
0Z 0 0z 0
S {-Fe g XY+ 5 50 XY} = - 12XV
druhy vyraz, jak mtizeme ukézat, vymizi. Odtud
[Xa [Ya Z]] - [Y7 [X’ Z]] - [Zv [X7YH
a v symetrické formeé
XY, Z]] + Y, [, X]) + [Z,[X, Y]] = 0. (8.19)

Tento vysledek je znam jako Jacobiho identita. Miize byt pouZita v nésledujicim. Necht
Z = H, potom

(X, [Y, H||+[Y,[H,X]]+[H,[X,Y]] =0. (8.20)
Jestlize nyni veli¢iny X a Y jsou obé integraly pohybu, tu
[Y,H] =0, [X,H]=0, (8.21)
z ¢ehoz
[H,[X,Y]] =0, (8.22)

tj. dynamickd proménna [X,Y] je také integralem pohybu. Pouziti tohoto vysledku je
v moznosti konstrukce novych integrald pohybu ze znamych integrali pohybu. Lec¢ ne vzdy
maji tyto nové integraly netrividlni hodnoty (napf. pouziti p; = konst a p; = konst vede
pouze na 0 = konst).

POISSONOVY ZAVORKY A KOMUTATORY

V kvantové mechanice jsou dynamické proménné reprezentovany operatory, které nes-
plnuji komutacni pravidla obycejné algebry. Pro tyto operatory nelze Poissonovy zavorky
definovat, ale univerzalni podstata a vseobecny prospéch téchto zavorek v klasické mechanice
vyvolavaji predstavu, ze mohou existovat analogické velic¢iny spojené s +peratory.

Rovnice (8.4) poskytuji zakladni vlastnosti Poissonovych zavorek. Ptedpoklddejme, Ze
tyto rovnice zachycuji také vlastnosti veli¢in spojenych s odpovidajicimi operatory kvan-
tové mechaniky. (Poznamenejme, Ze tento predpoklad se nejevi jako nevyhnutelny a zZe
ve skute¢nosti nebude pro vSechny typy operatori spravny.) Za tohoto predpokladu pro
libovolné tii operatory X, Y, Z mame:

X, YZ]=Y[X,Z]+[X,Y]Z
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(XY, Z) = XY, Z]+[X, 2],

kde s vyhodou pouzijeme téchze symboli pro oznaceni kvantovémechanickych analogii Pois-
sonovy zavorky. Je tifeba mit v této souvislosti na zfeteli, Ze je nutné zachovat potradi
operatorti s ohledem na jejich nekomutativnost.

7 toho plyne, ze pro libovolné ¢tyti operatory W, X, Y, Z mame:

WX YZ|=WI[ZYZ|+ [ X, YZ\W =W [X,)Y|Z+ WY [ X, Z]|+ Y [ X, Z]W + [ X, Y] ZW,
¢ili pti rozvedeni v rtizném poradku
WX YZ=WX,)Y|Z+Y WX, Z|=WI[X,Y|Z+ WY XZ+YW[X,Y]+Y [W, Z] X.
Kombinaci téchto vysledkt dostaneme

(WY -YW)[X,Z]|=W,Y|(XZ-ZX). (8.23)

Predpokladali jsme, Ze uvedené ¢tyri operatory jsou libovolné. Z toho plyne, Ze identita
(8.23) je splnéna jen tehdy, plati li pro libovolné dva operatory A a B

(AB - BA)=alA, D], (8.24)
kde a je urcitd konstanta, tj. kvantova analogie Poissonovy zavorky je nasobek komuta-
toru dvou uvazovanych operatorti. Predpokladame-li, ze operatory odpovidajici sdruzenym
proménnym ¢;, p; hraji tutéz zakladni tlohu jako tyto klasické proménné, potom

(%‘pj - iji) = a5ij- (8.25)

Postulujeme-li dale, ze a = %, dojdeme k pravidlim kvantovani v Heisenbergové formu-
laci kvantové mechaniky.

NEKONECNE MALE KONTAKTN{ TRANSFORMACE

Tyto transformace byly kratce popsany v predchézejici kapitole. Pfitom se ukazalo, ze
generac¢ni funkce

F=>"qp;+ <G (q;,p}), (7.54)
i
kde G je libovolné, vyvolava nésledujici zmény ve sdruzenych proménnych:
oG oG ,
5%_687%’ 5]%‘—*587%, (7.56")

kde bylo pouzito pfedpokladu, Ze nekone¢né malé transformace je vyhodna pro nahrazeni p;
zap; v G.

S ohledem na tyto zmény v ¢; a p; bude zména v hodnoté néjaké dynamické proménné
X = (¢;,p;,t) ddna vztahem:

0X 0X
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z ¢ehoz pii (7.56) X oG ox o
5X:€Z<0qi8pi_ %, aq) —[X,q. (8.27)

1

Jestlize G = H a ¢ = dt, vztah (8.27) pfechazi na
X = dt[X, H]. (8.28)

Kdyz X = ¢;, (8.28) dava
0q; = dt[g;, H] = g;dt.
Na ziskany vysladek 1ze pohlizet tak, ze nekone¢né malé transformace, vyvolana H, odpovida

skutecnému pohybu systému. Totéz plati, ztotozni-li se X s libovolnou sdruzenou proménnou
p;. Je v8ak nutné dat pozor pii zkouméni obecného piipadu, protoZe s ohledem na (8.2°) je

_dX  0X
XH= S o
takze (8.28) nabyva vzhledu
_[dX OXY ., ,
5X = (dt - at> dt; (8.28))

z toho plyne pfi %—)t( # 0, ze zména 0 .X pfi uvedené transformaci neni skute¢nou zménou X
v dtsledku pohybu.

Obecny vyznam (8.28) je takovy: jde-li o libovolné dynamické proménné, jez nejsou ex-
plicitné zavislé na ¢, pak je pohyb systému ekvivalentni posloupnosti nekonecné malych
kontaktnich transformaci, vyvolanych hamiltonianem.

Jiny vyznam formule (8.27), dosadi-li se za X veli¢ina H, plyne z vyrazu

§H =e[H,G]. (8.29)

Z toho plyne, ze integral pohybu G (pro ktery [H,G] = 0) vyvolava nekoneéné malou trans-
formaci, vzhledem ke které je H invariant. Ve specidlnim piipadé, kdy G = p, = konst
(=integral pohybu), jevi se uvazovana transformace jako nekoneéné malé posunuti podél osy
x. To je zfetelné vidét, pouzijeme-li (7.56’):

dx=¢, 0y=02=0, Odps=0py=2p,=0.

Jevi se tudiz hamiltoniadn invariantem posunuti, pro které je odpovidajici slozka hybnosti ne-
proménna. Je to pouze druhy zpiisob vyjadieni té okolnosti, ze cyklické soutadnici odpovida
konstantni slozka hybnosti. Podobny vysledek se obdrzi i pfi studiu nekone¢né malych
otoceni, vyvolanych funkci GG, ztotoznénou se slozkami momentu hybnosti. Tyto posledni
uvahy pfipominaji nam soudy z kap. V, kde byla zkoumana souvislost mezi symetrii a inte-
graly pohybu. Zavedeni argumentii, zalozenych na Poissonovych zavorkach, dovolilo rozsirit
oblast pouziti téchto tvah a zahrnout do ni vSechny integraly pohybu, nejen integraly hyb-
nosti, jak tomu bylo dfive. Nyni jsme ukézali, Ze hamiltonién je invariant (a v disledku toho
systém symetricky) vzhledem k nekonecné malé transformaci, vyvolané nékterym integralem
pohybu. Opacné tvrzeni je také spravné a umoznuje nalézt integraly pohybu pii pozorném
zkoumani libovolné symetrie, ktera se vyskytuje v hamiltonianu.
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ix. SPOJITA PROSTREDI

Lagrangeova a Hamiltonova metoda byla do této doby pouzita k diskrétnim systémutim,
majicim kone¢ny pocet stupiitt volnosti. Ucelem této kapitoly je rozsifeni téchto metod na
spojité systémy, ve kterych je pocet stupnt volnosti nekonecné veliky. Toto rozsifeni neni
tézka véc, jestlize je znama vhodnéa Lagrangeova funkce; ovSem ve formé parametri, na
kterych rizné funkce zavisi, je urcité prekvapeni.

LAGRANGEOVA METODA

Aby byly pochopitelné nevyhnutelné zmény metody, musime rozsitit tvahy vylozené
v predchézejicich c¢lancich. Zvlastnim piipadem spojitého systému se jevi spojité, jed-
norozmeérné a pruzné téleso, na které lze pohlizet jako na mezni pripad linedrniho fetézce
vzajemneé se ovliviiujicich hmotnych bodi. Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze vza-
jemné ovliviiovani je uskuteénéno pruzinami, které spojuji kazdy par sousednich hmotnych
bodt (viz obr. 7).

Necht vSechny hmotné body maji stejnou hmotnost m, jsou rozloZeny na vzdélenostech
a od sebe a jsou spojeny pruzinami s vhodnym soucinitelem pruznosti k. Jako uz drive
oznacime i nyni posunuti i-tého hmotného bodu 7;. Jeho pohybova rovnice potom je:

miy; =k (i1 — ) — (0 — 1i-1)] - (9.1)

Uvazovany systém je konzervativni, takze sily mohou byt odvozeny z nésledujiciho
skalarniho potencidlu:*)

V= Z%k(mﬂ )" (9:2)

Kineticka energie systému je

1 .
T= Z an?, (9.3)
7

*) Pfi sestaveni rovnic zkoumané tlohy vznikd zndmd potiZ, zplisobend tim, Ze vSechny
hmotné body se ve svém pohybu podrizuji jedné a téze rovnici. Ma-li zobrazeny retézec
konecnou délku, je nevyhnutelné predpokladat existenci dopliujicich hrani¢nich sil. Je-li
délka systému nekonec¢na, budou takové funkce jako V' divergovat, nebude-li predpokladana
existence periodickych okrajovych podminek; pritom je nevyhnutelné pocitat s tim, ze délka
zaujima toliko jednu periodu. V dalsim budeme predpokladat, Ze tloha je feSena pii nék-
terém z téchto omezeni.
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z ¢ehoz Lagrangeova funkce
1
L=T-V= Z { mi? — 2]{:(77@“ ] ZaL (9.4)

Jednoducha zkouska ukaze, ze se Lagrangeovy rovnice, ziskané diferencovanim této funkce
obvyklym zptsobem, shoduji s rovnicemi (9.1).

Od tohoto diskrétniho systému lze piejit ke spojitému prostiedi pomoci nasledujici analo-
gie:

a—>dx,2()a—>/()dw,

% — p hustota, ka — E Youngiiv modul, (9.5)
Nit1 =" R @
a dx’
z ¢ehoz
L— / cdz, (9.6)
kde*)
_ 1 dn)
1—2[,077 _E<dx> ] (9.7)

Ukazuje se tedy, ze na Lagrangeovu funkci, vystihujici cely zadany systém, 1ze pohlizet
jako na integral z jiné (hustoty) funkce. Funkce | se nazyva Lagrangeova hustota systému.
Aplikujeme-li Hamiltoniv princip, miZzeme psat

5/Ldt ~0. (9.8)

S ohledem na (9.6) lze toto pfepsat na

5 / / 1dadt = 0. (9.9)

Nelze ovSsem zarucit, ze Hamiltontv princip bude skutecné pouzitelny a ze jedinym
kritériem jeho spravnosti bude shoda pohybovych rovnic, plynoucich z tohoto principu,
s rovnicemi, které byly odvozeny jinym zpiisobem.

*) Poznamenejme, Ze je zde pouzito symbolti totalnich derivaci v podminkéch, v kterych se
obycejné pouziva symbol parcidlniho derivovani. Zakladem je zde to, ze x a t jsou nezavislé
proménné, takZze neni nutné tuto okolnost néjak zvlast poznamenévat.

Dodatec¢né bude nutné derivovat funkce zavislé na x a t prostfednictvim jejich explicitni
zavislosti na 7 a jeho derivacich.

Pak bude obycejné pouzito vztahu

d 0 dypo dyg. 0

d_oa ., di 9
dt = ot " dton " dt ong

+ E%,

kde 1, = % Podobné tomu je se vztahem pro di Zobecnéni téchto vztahti na tfirozmérny
x x

prostor a na vétsi pocet proménnych 7 je zfejmé.
Pouziti takovychto vztahii zarucuje jednotnost oznacovani a umoznuje vyhnout se zave-
deni novych symbolfi.
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Hamiltontv princip ve tvaru (9.9) se dfive nevyskytoval, avSak sama formule napovida,
7ze x a t je nutné povazovat za rovnocenné proménné. Proto se variace tohoto integralu
uskutecnuji prostiednictvim takové zmény integracni cesty, aby se zachovalo umisténi kon-
covych bodt (91,21, a 1,%9,t3) trajektorie pfi ménicich se ve vSech hodnotach 7 s ve-
likostmi x a t. Nutné a postacujici podminky k tomu, aby pro takové variace mél integral
stacionarni hodnotu, byly uvedeny v kap. VI [rovnice (6.9)]; pfevedeme-li je do zde potiebné

podoby, mame:
Jdl dod} d 0]
(an “ &0 dt877|m> 0 (9.10)

kde e = 32.

Pouziti vyrazu (9.10) ke zkoumanému pfipadu dava:

d, . d%n
at (p) - E@ =0,

cili
2

. ~d'n
p'r]—E@ (9.11)

V této rovnici lze lehko poznat vztah popisujici Sifeni vin v jednorozmérném pruzném
télese, ktery lze obvykle dostat jako mezni formu (9.1). Takto tedy predpoklad, zZe
Hamiltonova principu lze pouzit na spojita prostiedi, vede ve zkoumaném zvlastnim piipadé
k neodporujicim si vysledktim.

Ve vsech pripadech, které 1ze takto uvazovat, se dochazi k podobnému souhlasu. Z toho
muzeme vyvodit, Ze pohybové rovnice spojitého prostiedi mohou byt vyjadieny nasledujici
matematickou formou:

5 / Ldt =6 / / / / 1dtdz, deodry = 6 / / 1dVdt = 0. (9.12)

Predpoklada se, ze najit Lagrangeovu hustotu (__??7_)

y dp(™) - dn(r)
I_I( ) zt 7(;7:6] ,.I'],t>,

ze které je mozné odvodit rovnice popisujici pohyb prostiedi. Zde byly uvazovany tii pros-
torové (kartézské) soufadnice a n proménnych n("). Podstata téchto proménnych (obvykle
nazvanych polni proménné) neni obecné omezena na premisténi, jak tomu bylo v hornim
prikladu z elasticity. Ukazuje se napt., ze tato metoda je primérend pro popis elektromag-
netického pole, ve kterém jsou nejméné ¢tyii polni proménné, tvorené skaldrnim potencialem
¢ a tremi slozkami vektorového potencidlu A. Tato otazka bude podrobné osvétlena v kap. XI
po relativistickych avahach v kap. X.
Podmince (9.12) bude vyhovéno, splni-li se n rovnic

o d ] d 31
= 9.13
oy~ L 90 Z dz; 5y (9-13)
17
kde
(r) _ dn)
i dr;

J
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Vyraz
] d 0]
on %: dx; On);
je ¢asto psan jako g—}? a je nazyvan funkcionalni derivaci L. Patrné jedinou vyhodou tohoto
oznaceni je jeho kratkost.
Jelikoz se postuluje, ze druhé derivace nejsou v Lagrangeové hustoté obsazeny, tu % =
17

7 ¢ehoz

o _ o1 d 91 4L,

rovnice (9.13) mtze byt takto pfepsana na

5L d oL
sn0 i gsin”

(9.13)

Tyto vztahy se svou podobou shoduji s odpovidajicimi pohybovymi rovnicemi systému
jednotlivych hmotnych bodt, ovSsem nic nového proti (9.13) neposkytuj.

Piivodni vysledek téchto tivah je, Ze v pfipadé spojitych prostfedi maji polni proménné 7(")
stejny vyznam jako prostorové souradnice v diskrétnich systémech. Prostorové soutradnice
jsou rovnéz ve vzorcich, avSak spolu s ¢asem ¢ jsou nezavislymi parametry. Pii této prilezi-
tosti je opét dobré pripomenout nésledujici kapitoly, jakoby totiz tato symetricka podoba
casové proménné a prostorovych soufadnic usnadrnovala pozdéjsi zavedeni relativistickych
uvah.

HAMILTONOVA METODA

Pouziti této metody je zde obdobné s jejim pouzitim v pripadé diskrétnich prostiedi,
nehledé ovSsem na zavedeni funkce hustoty a funkcionalnich derivaci misto obycejnych par-
cidlnich derivaci.

V pripadé diskrétniho systému je hybnost, sdruzenéa s proménnou 7;, definovana jako

oL

D; = o0 (9.14)

Pti prechodu ke spojitym prostiedim pak
L= aL;— //_’,dx (9.6)
i

takze oL _ 0L, or
D= o = ast — ——dur, 9.15
fon On 0N (915)
tj. definice sdruzené hybnosti pro spojité prostfedi, analogickd definici pro diskrétni
prostiedni, vede na nekonecné malé veli¢iny. Vyuzujeme-li toho, lze definovat jesté hustotu

hybnosti:

o

™= (9.16)

ktera je ovSem konecna.
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V obecném piipadé mame n polnich proménnych n(") a n odpovidajicich sdruzenych
proménngich (nebo kanonickych hustot hybnosti) n(r) = 9£/0n("). V souhlase s piedchéaze-
jicimi rozvahami je hustota Hamiltonovy funkce definovana jako

H=> rp) ¢, (9.17)

pricemz samotna Hamiltonova funkce je
H= / HAV. (9.18)

Nutno poznamenat, ze
dr("
= (r 3 () 4.
H H(n ’dxj’ﬂ ,a:],t), (9.19)

jeliko se zde zavislost na n(") poklada za vyloucenou. V Hamiltonové teorii jsou viechna n()
a 7(") povazovana za nezavisle proménné funkce z; a t. To je rozdil proti Lagrangeovu popisu,
kde pouze n(") byly povazovany za nezavisle proménné. Situace je oviem analogicka se situaci
v mechanice hmotnych bodt. Spole¢nym cilem bude urceni zobecnénych polnich proménnych
jako explicitnich funkci prostorovych a ¢asovych souradnic obdobné s mechanikou hmotnych
bodti, kde jsou zobecnéné souradnice urceny jako funkce t.

V rozebraném zvlastnim piipadé L =T -V a H =T 4V, coz je celkova energie. Avsak
je velmi tézké formulovat obecné podminky pro ztotoznéni hamiltonianu s celkovou energii
systému. Co se tyce z néj odvozenych pohybovych rovnic, tu libovolny lagrangian lze na-
sobit jakoukoliv konstantou, aniz by se zménila jeho vlastnost; odtud prvni pozadavek prii
ztotoznéni hamiltonianu s energii je v urceni této nasobici konstanty tak, aby jeden nebo
vice ¢lent lagrangianu bylo mozné povazovat za nékterou formu energie. (V diskrétnim pfi-
padé se toto uskutecnuje samo od sebe, jestlize alespon jeden ¢len v pohybovych rovnicich
je slozkou skutecné sily v Newtonové smyslu.)

Druha podminka je, Ze osy soufadnic musi byt vzhledem k odecitaci soustavé v klidu.
Vazné omezeni to neni, jelikoz pohybujici se osy se vyskytuji ve spojitém prostiedi velmi
fidce. Je to vSak cenné upozornéni s ohledem na priklad uvedeny v diskusi k témuz problému
v kap. V.

Jsou-li splnéna horni omezeni a systém neni disipativni, tu se obvykle predpoklada, ze
hamiltonian je shodny s celkovou energii. Piipady odlisné od ¢isté konzervativnich systémi
musi se, pifisné vzato, zkoumat zvlast, jakoz i pfipad pohybu hmotného bodu v elektro-
magnetickém poli. Takové ztotoznéni je velmi dilezité, jelikoz hlavni vyznam hamiltonianu
spociva v tom, ze je méritkem celkové energie, ktera pritom miize byt vypocitana bez urceni
slozek sily jako v Newtonové pojeti.

HAMILTONOVY KANONICKE POHYBOVE ROVNICE

Uvazujeme nyni totalni diferencial z #:

_ OH_q,(r) OH_ g, L OH 4 () M g, . OH
dn=73%" 5 dn'™) + ZJ: 877\(0 dmy;” + oy dm +%j Iz, drj + 5 dt. (9.20)
J
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Z (9.17) také:

dn =" [dr() + xdjr)| - de = Z

(") qr(r aﬁ)dﬁ(r)] _

ontr
L . () oc 0L 4 oL
) Zr: [377 i Z T"J i) * ZJ: 87’7(?“ ] Z ~ it =
—Z[ "dr(r aﬁ)dn(f> Sy 98 g ’“] Z a—ﬁdt (9.21)
877 j 877|]
Porovname-li v (9.20) a (9.21) koeficienty u stejnych dlferenmalu, je
oH OC oH _  OcC
on) — on)’ ) g,
n n n; n; (9.22)

OH - (r) oH 0L oH  OcC

ox) ~ T Bt T e dx, Oy

Prvni tfi z téchto vztahtt mohou byt nazvany Hamiltonovymi rovnicemi pohybu, ale jesté
nejsou v piijatelné podobé. Z (9.13), (9.16) a (9.22) je

ﬁ<r>:d(3£>:aﬁ_ d o _
0" )~ oy " & s )
d 8H oH
=— , 9.23
Z T 077‘ 577(7“) ( )
) _ aH_aH_ d on _ oH
N 871'(7") N 877'(7") ; d:L'j 87T|(T) a 57‘(‘(7“)7
J

jelikoz v H derivace 7(") nejsou.

Vztahy analogické k predeslym kanonickym rovnicim tak jsou:

o) T ) T

Je mozné také poznamenat, ze

(9.23)

oH _ OcC oH _ OcC
dr;  Ox;7 ot O’

ackoliv se zde explicitni zavoslost na case a prostorovych souradnicich vyskytuje fidce.

(9.24)

ZAKONY ZACHOVANI HUSTOTY

Je velmi zajimavé vySetfovat ¢asovou zménu hustoty hamiltonianu. Z (9.21) a (9.22) pfi
uvazeni, ze ¢ a z; jsou nezavisle proménné, je:

dH . oL . oL . (r)
:ZKW— T)W(”—Zr”‘
dt = 877( ) ; anl(j) 7

OH

+W'

(9.21)
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Z Lagrangeovych pohybovych rovnic plyne také:
oc d oc d oc

=0, (9.13)
on() - dt 9i) Z daj gpn)

(r) oL _ i oL
(W an(r)) %:dxj o)

17

Ve

¢ili

Dosazeni tohoto vysledku do (9.21") dava:

d (9c \ ., 9L .| OH dS; o
gy [dx (a <r>)” ool | T T a0
5 j
kde or
_ H(r)
S =3 YL (9.26)
17
V ptipadech, které nas zajimaji, je 9 /0t = 0, takze (9.25) nyni je
dH ,
v.S+ T 0. (9.25)

Jelikoz H lze povazovat za celkovou energii, mizeme tuto rovnici povazovat za rovnici
kontinuity pro energii, nebo za zdkon zachovdni energie, pticemz S je vektor, predstavujici
tok energie. Vektor S neni jediny, jelikoZ rovnici (9.25) lze splnit i pii jiném vektoru §' =
S+ Vv x X, kde X je libovolny vektor a S je dan vztahem (9.26). Uvahy lze viak obycejné
zjednodusit, bude-li feSen pripad, kdy v x X=0.

Vzhled hustot H a S upozortiuje na moznost vysetiovani analogickych veli¢in definovanych
vyrazy

oL (r
Gj=- XT: 5700 0. (9.27)
Jedinou zfejmou vlastnosti takovych veli¢in je, bez zfetele k podstaté n("), ze maji rozmér
obyc¢ejnych hybnosti. Je mozné ve skutecnosti je ztotoznit se specialnimi veli¢inami takového
druhu, jak bylo mozné vidét v jednoduchém ptipadé jednorozmérného pruzného télesa.

Uvazujme uvnitt tohoto télesa vrstvu tloustky Ax (viz obr. 8). Predpoklddejme, Ze roviny
ohranicujici vrstvu se vzhledem k odecitaci soustavé nepohybuji a ze posunuti, vystizena
polnimi proménnymi 7, budou dana pohybem prostiredi skrz tyto roviny. Uvazujme jednotku
plochy roviny. Hmotnost prostiedi, vstupujiciho do vrstvy u x, je on a hmotnost prostiedi
vystupujictho u = + Az, je o[n + (dn/dx)Azx]. Hmotnost, kterd do vrstvy vstoupila, je tedy
[~o(dn/dz)Ad].

Tento vysledek dévd zménu hybnosti vrstvy na jednotku plochy [-o(dn/dz)]nAx, tj.
zména hustoty hybnosti vrstvy se rovna veli¢iné [—on(dn/dz)]. Tuto veli¢inu nelze plésti
s o1, coz je skutecnd hustota hybnosti prostredi. Ptedstavuje novou diferencialni velic¢inu,
kterou lze nazvat hustotu vinové hybnosti, jelikoz je nenulova pouze pro vlnovy pohyb, pii
némz dn/dx # 0.

Vzpomenme si, ze Lagrangeovy hustoty, vhodné pro popis vlastnosti jednorozmeérného

pruzného télesa, byly
2
=y er-£(3) (9.7)
2 dx ' ’
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Je zfejmé, Ze v tomto jednorozmérném piipadé jedina velic¢ina, uréovana formuli (9.27), je G =
—ondn/dx. Je totozna s pravé vySetfovanou veli¢inou, nazvanou hustotou vlnové hybnosti.
Podobné ztotoznéni lze provést i v jinych pripadech, kde polni proménné piedstavuji posunuti
hmotného prostiedi. V obecném piipadé (9.27) se uziva k urcéeni hustoty vlnové (nebo polni)
hybnosti.

Vznika nyni otézka, existuji-li zdkony zachovani pro vilnovou (nebo polni) hybnost. Uvazu-
jme Casovou derivaci G;:

dg _ d oc | _ oc \ @, oc d/ @) _
i@ [27;87'7(7“)7]”]_ Z[dt (a <>>":‘ g 15)| =

i oL 877(“ d or dr](r) or dh(r) .
pri pouziti (9.13)

dg; dc | oc d ( oc dp® d 81: dn( ")
=+ — | === = — 0L

|z

o
oz

J

+=(9.28)

Jestlize x; neni v £ obsazeno explicitné, potom J£/0x; = 0. Pii tomto ne piilis silném

omezeni slozky hustoty vlnové hybnosti se podfizuji zakonu zachovani, ktery lze napsat takto:

dgﬂ Z d | (9.29)

Veli¢iny

877|(j )

jsou slozky tenzoru druhého radu, ztotoznitelného s tenzorem napéti. Poznamenejme vsak,
ze uvedeny systém napéti ptisobi na roviny pevné vzhledem k osam soutradnic a nepohybujici
se s prostfedim. Bylo by také mozné pokladat tyto veliciny za slozky vektort predstavujicich
tok hybnosti v analogii s vektorem toku energie S.

oc dn()
T = zr: ( N de, 5@‘6)

INTEGRALNT ZAKONY ZACHOVANI A POISSONOVY ZAVORKY

Predpokladéame-li opét, Ze £ a ‘H nejsou explicitné zavislé na ¢ase, ze vztahu (9.25) mame:

g dt/HdV / dv = - /deV— /Sda (9.30)

kde je posledni integral vzat pres plochu, ktera oblast integrace ohranicuje. Tento integral
vymizi, jestlize ma systém konecné rozmeéry a nachéazi se uvnitt integracni oblasti. Lze také
ukazat, ze je nulovy i pro nekonec¢ny systém pii periodickych hrani¢nich podminkéach. To
tedy znamena, ze v kazdém z téchto pripadii je celkova energie integralem pohybu.

Podobné tvahy jsou spravné i pro celkovou vlnovou ¢i polni hybnost G = [¢dV/, jelikoz
z (9.28)

/dQ’] dv = /Z dT; dV+/—dV (9.31)
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Ve vsech prakticky zajimavych pripadech

tedy integral divergence vymizi za tychz podminek jako diive. Odtud je G integralem pohybu
pri téchze omezujicich podminkach, jako je tomu u H.
Hustota momentu vlnové hybnosti mtze byt definovana jako

Tato definice je ve shodé s diivéjsim uzitim terminu momentu hybnosti. Totalni derivace
podle c¢asu ze slozek celkového momentu vinové hybnosti je dana vztahem

dg; dg;
U _ V= J 7 Vv
dt dt/M”d /( jdt>d

a pri pouziti (9.29)

MZ] o dij di
_/gk:< T V= /Zd (2iThy — ;T4 ) AV ~ [ (T35 - ;) av.

(9.32)
Clen s divergenci pfi stejnych diivéjsich podminkach vymizi, takze zbyva
dM;;
k= [ (Ti- 1) av. (9.32)

Obycejné se postuluje, ze celkovy moment hybnosti systému je integralem pohybu.
Z (9.32’) vidime, ze tenzor napéti T;; je symetricky. Pro mechanické systémy je toto obvykle
splnéno samovolné. Ve vyjimecnych pripadech lze uskutecnit symetrizaci tohoto tenzoru
pridanim vhodnych c¢lentt k Lagrangeové hustoté. Tato moznost je spojena s uréitym
stupném liboviile, o které byla fe¢ v souvislosti s vektorem toku energie S. Tato otazka
bude znovu pfi velmi obecnych podminkach uvazena v kap. XI.

Jako v mechanice hmotnych bodt, tak i zde je urceni integralti pohybu velmi duilezita véc;
zajimavé je urceni casové derivace obecné integralni dynamické proménné, dané vztahem

Y = / ydv, (9.33)
kde
Y=y 0l 70 1), (9.34)
takze
dy dl - 0y - (r) oy d o) oy () 87)) _
t _/ adV _/ Z (anm” 2 on) a o™ | Tar |4V =
¢ J
o oy B i oy () (3 oy
_ [Z (anm Z du, 077(;")) i+ O AV + / Zav. (9.35)

83



Zde byl druhy ¢len integrovan po ¢astech a predpokladalo se jako diive, ze /(") na okrajich
vymizi, nebo ze tam plati periodické hrani¢ni podminky.
Pouzijeme-li oznaceni funkcionédlnich derivaci a kanonickych rovnic (9.23), vztahy (9.25)

prejdou na
/Z< oy ;H ov_oH )dVJr/ade (9.36)

7l or(r) §

Tato forma vysledku je v nékterych smérech podobna analogickému vysledku pro diskrétni
pripad. To lze zdiraznit, rozsifime-li definici Poissonovy zavorky:

0X (5Y 0X oY
(X,Y] = dVv; 9.37
= /3 ( T 5r0)  5r0) (W)) ’ (9-37)

(9.36) pak je

dYy oY

ar ~ W HIT
coz je formalné stejné jako vysledek pro systém jednotlivych bodi.

Tato nova definice neposkytuje dalsi informace. Mtizeme vSak ukazat, ze uvazované vz-

tahy jsou naprosto analogické k Poissonovym zavorkam z kap. VIII a maji také, jako tyto
zavorky, stejny univerzalni vyznam. Definice se vztahuje jenom na integralni veliciny; zvI&st
pak zde nejsou vztahy, odpovidajici fundamentalnim zavorkam vyskytujicim se v diskrétnim
pripadé.

(9.38)

PRECHOD KE KVANTOVE MECHANICE

Okolnost, ze se fundamentalni Poissonovy zavorky u spojitych systém nevyskytuji, naz-
nacuje, ze prechod ke kvantové mechanice nelze uskutecnit presné tak, jako u diskrétnich
systémi. Metoda k prekonani téchto tézkosti bude ukézana znovu na jiz pouzitém nasem
elementarnim ptikladu. V tomto pripadé jednotlivych hmotnych bodt, pruzné mezi sebou
spojenych, jsou kanonické hybnosti dany vztahy:

oL L,

bi on; on; ( )
Zde lze pouzit ptivodni definice Poissonovy zavorky, takze mame, ze
[7i:0;] = 655, (9.39)

tj.
> [nij} =Y ;=1 (9.39)
J J

Pti prechodu ke kvantové mechanice to vede, jak jsme ukazali v kap. VIII, k odpovidajicim

vztahim pro komutatory operdtori n; a p;:

> _(mipj = pjm;) = a(=ih/2m). (9.40)
J
Piedpokladejme, ze pfi pfechodu ke kontinuu se vyskytuji takova operatorova ptrifazeni,
jako tomu bylo pro klasické dynamické proménné, tj.

n; — n(z), pj — m(x")da’. (9.41)
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Potom (9.40) prechazi na

[In@)e(a) - 7@ na)lda’ = a, (9.42)
coz mize byt interpretovano jako

()7 (a) = m(z)n(z)] = a.o(z - 27), (9.43)

kde §(z — 2’) je Diracova delta funkce, uréené vztahy

') =0 T £, }

9.44
/ f(z)o(x —2")dx = f(z') (9.44)
za predpokladu, Ze oblast integrace obsahuje 2.
Tento vysledek lze zobecnit na piipad n polnich operatortt n(") soucasné s jejich
sdruzenymi operatory hybnosti ("), takZe pro tfirozmérny prostor je

[ (N (r) =) ()" (1] = adrsd (r—r), (9.45)

kde
S(r—r’) =9(xy — x))d(re — 4)0(x3 — x5).

Zavedeme-li o = ih /27, dostaneme normalni zpusob kvantového popisu spojitého prostiedi.

APLIKACE

V této kapitole byl vyvinut ponékud néarocény aparat pro rozsifeni Lagrangeova
a Hamiltonova formalismu na spojita prostiedi. Ukézalo se, Ze lze bez obtizi zobecnit
mnohé charakteristické rysy nespojitych systémt. Uvahy lze rozsifit a ukazat existenci
predeslé souvislosti mezi integraly pohybu a symetrickymi vlastnostmi systému.*)

Formalismus byl vyvinut se zvlastnim ohledem k jednoduchosti hmotného systému.
Ukézalo se, Ze je pouzitelny i k mnohem slozitéj$im hmotnym systémtm.**) Takto mohou
byt odvozeny obecné rovnice pro Sifeni elastickych vin v izotropnim télese, vezme-li se

v uvahu Lagrangeova hustota tvaru

de dxZ Z dx; Q(dt) ’

kde 7 je vektor posunuti libovolného bodu, i je modul ve stfihu daného prostiedi a (A+24/3)
je jeho objemovy modul. Polnimi proménnymi nejsou zde nutné posunuti. Nevifivy pohyb
stlacCitelné nevazké kapaliny v tzv. akustickém priblizeni je odvoditelny z hustoty

sofvr- B (%]

*) Rozbor této otazky je zvlasté v praci Hill E. L.: Rev. Mod. Phys. 23, 253-60 (1951).

**) Objasnéni viz v knize Morse a Feshbacha, ktera je zahrnuta v literatufte.

QZ

L=

85



V tomto zjednoduseném systému jedina polni proménna 1 je rychlostni potencial definovany
vztahem v = V.

Pro spojité hmotné systémy pouziti této analytické metody spociva predevsim v lehkosti,
s jakou je mozné najit prechod k soustavé souradnic, ktera se bude od kartézské sous-
tavy liSit a bude vyhodna pro feSeni konrétnich tloh. Toto ovSem Lagrangetv formalis-
mus zduraznuje. Jisté pouziti plati i pro Hamiltontiv formalismus, predev§im ve spojitosti
s vySetfovanim kvantovych vlastnosti spojitych hmotnych systémi. Pozoruhodny je priklad
z hydrodynamiky, kdy se podarilo dosici urcitého tuspéchu pii popisu pohybu nevazké ka-
paliny kvantovanim kmitavych pohybt (zavedenim fononti) a kvantovanim rota¢nich pohybt
(zavedenim rotontt).

Takové disipacni procesy jako diftize a tfeni jsou pii zkoumani spojitych systémi velmi
dilezité. Jak u diskrétnich systémi, tak i zde neni lehké zahrnout je do analytického popisu,
avSak metody zavedeni doplikovych ,zrcadlovych zobrazeni“, kratce popsané v kap. V, miize
byt pouzito i pro spojité prostiedi, ¢imz se objevuje mnoho zajimavych moznosti.*) V tom
pripadé, kdy je nutné prechod na zobecnéné souradnice jen ulehcit, lze pouzit i Rayleighovy
disipacni funkce.
jsou ve studiu idealizovanych systémil, znamych jako pole. Jesté je zde jedna vlastnost,
ktera by méla byt uvedeny, a to relativisticka invariantnost. Ukazuje se ovSem, Ze teorie zde
vylozené lze pouzit v podstaté beze zmén. Této otazce je vénovana kap. XI.

*) Objasnéni viz v knize Morse a Feshbacha, kterd je zahrnuta v literature.
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x. RELATIVISTICKA MECHANIKA

OBECNA UVAHA

Newtoniiv systém mechaniky je obycejné pfijiman jako pfiblizeni, které je vhodné pouze
v tom pripadé, kdyz rychlosti hmotnych bod@ systému jsou mnohem mensi nez rychlost
svétla. Obecnéjsi popis poskytuje specialni teorie relativity. Vynasnazime se nyni ukazat, jak
mohou byt pozadavky relativity uzptsobeny k Lagrangeové a Hamiltonové popisu. Jelikoz
jsou zéklady specidlni teorie vylozeny ve dvou jinych spisech této série, *) bude zde podan
jen kratky popis.

Postulaty specialni teorie relativity pozaduji, aby zdkony pfirody mély stejnou formu ve
vSech odecitacich soustavach pri jejich rovnomérném vzajemném pohybu. Tento pozadavek
je v Newtonové schématu splnén jen u ¢isté mechanickych systémi; zahrnou-li se ale do ivah
elektromagnetické jevy, jsou nevyhnutelné nékteré zmény

V disledku tohoto principu relativity neexistuje jediné métitko pro cas, které by bylo
pro vsechny odecitaci soustavy stejné. Néjaky bod v obycejném prostoru a v urcitém case
lze povazovat za uddlost, kterd mize byt presné urcena soutadnicemi x1,z9,x3 a t. Tataz
udalost v jiné odecitaci soustavé je urcena soutadnicemi z/,z5, x5 a t'. Jestlize se druha
soustava S’ pohybuje vzhledem k prvni soustavé S konstantni rychlosti V', bude spojeni
mezi obéma odecitacimi soustavami dano linearni transformaci

TN =T, TyH=Tg,

vy -Vt t—Vax/c? (10.1)

Ve e

/A
T3 =

kde f =V/c a ¢ je rychlost svétla.

Predpoklada se, ze pocatky soutadnych soustav jsou na zacatku totozné, zZe jejich pros-
torové osy maji stejnou orientaci a Ze se relativni pohyb déje ve sméru osy x3. Rovnice (10.1)
jsou znamé jako Lorenzovy transformacni vztahy.

Mnohem elegantné;jsi zptisob popisu, zavedeny Minkowskim, urc¢uje udéalost ¢tyfmi sourad-
nicemi 71, Tq, v3, 74 = ict. Ctyfi veli¢iny z,, tvoii slozky ¢tyfdimenzionélniho kartézkého ten-
zoru prvniho fadu nebo ¢étyfvektoruReckymi pismeny budou oznaéeny indexy, které mohou
nabyvat hodnot 1, 2, 3, 4. Indexy oznacené latinskymi pismeny budou platné pro hodnoty
1, 2, 3. Lorentzovy transformacni vztahy predstavuji ortogonalni (tj. délky zachovavajici)

*) Viz spisy Dingla a McCrea zahrnuté v prehledu literatury.
dnoty 1, 2, 3. a
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transformaci takovychto slozek. Z toho plyne, Ze
> a? :Zx’i. (10.2)
1 1
Interval nebo vlastni ¢as mezi dvéma udalostmi x a y je definovan jako

r= W—z (=) (103)

7 je invariantni veli¢ina nebo skalar, nebot predstavuje délku étyfvektoru. Pohyb hmotného
bodu muize byt uvazovan jako nepretrzita posloupnost udalosti vytvarejici ve ¢tyfrozmérném
Minkowského prostoru néjakou kiivku. Invariantni nekonec¢né maly interval mezi sousednimi
udalostmi na této kiivce je

dr=1 /—Zuj(dxu)det 1_612;3';3:%/1_52, (10.4)

kde fc =/, #? = v je obycejné rychlost hmotného bodu.

da; . oy . )
- nejsou jiz vice slozkami vektoru. Je

Na rozdil od Newtonovy mechaniky hodnoty &; =

to proto, ze samotné ¢ je v podstaté slozkou vektoru a ne skalarem. (Ve skutecnosti &; jsou
tii ze Sestnécti slozek tenzoru druhého Fadu.) Pravy ¢tyfvektor mtze byt definovan jako

_ deu

= (10.5)

Up

Jelikoz
dr, 1 da,

dr — 1-p2 dt’
je jasné, ze prostorové slozky tohoto ¢tyrvektoru se shoduji se slozkami obycejné rychlosti

v nerelativistickém limitnim ptipadé, kdy 5 — 0. Vektor je volen tak proto, aby opraviioval
pojeti u, jako skutecné zobecnéni vektoru rychlosti. Casova slozka je

_dzy  ic
a invariantni délka ctytvektoru je
Su=—c? (10.7)
I

Podle ptredpokladu je kazdy hmotny bod spojen s urcitou invariantni veli¢inou m, naz-
vanou jeho hmotnosti. Je-li tomu tak, je spravné pokladat veli¢inu

Du = muy (10.8)

za slozku c¢tyivektoru, na ktery lze pohlizet jako na zobecnéni obycejného vektoru hybnosti.

To je potvrzovano dtikazy, které jsou zalozeny na predpokladu, ze zakony zachovani hmoty

a hybnosti v nerelativistické mechanice jsou zvlastnim piipadem obecnych zakont zachovani.

Ve velmi obecné podobé tyto zakony ustanovuji, ze vSechny ¢tyfti slozky zobecnéné hybnosti

se zachovavaji. TTi prostorové slozky odpovidaji slozkdm obycejné hybnosti, ¢asovou slozku
ime

M= (10.9)
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lze ztotoznit, jak bude zfejmé pozdéji, s energii.

NEWTONOVY ZAKONY

Pouziti tenzorovych oznaceni by meélo predevsim zjednodusit prechod od jedné soustavy
soufadnic ke druhé. V jakékoliv odecitaci soustavé nema smysl zcela opustit dosavadni ob-
vykla oznaceni pro dosazeni souhlasu s pozorovanymi fakty. Zvlasté pak nema smysl opustit
Newtonovy zakony jako zakladnu dynamickych vlastnosti hmotnych bodi. V souvislosti
s teorii relativity nebyla dosud Te¢ o silach, ale nyni budeme predpokladat, zZe je lze defino-
vat jako

stla = casovd derivace hybnosti; (10.10)

pouzijeme-li obecnéjsi definice (10.8), je
d d ,
Fu= dr (Pu) = dt (maup) . (10.10)

. s + e d , [ ‘s b ey . SY
Jako i v piipadé veli¢in 1z, = % neni tato nova veli¢ina pravym ctyirvektorem. Mame ctyti
veli¢iny F},, pfedevsim vSak budou prozkoumany tfi prostorové slozky, dané vztahy

_d, ,_d mi;
Fi= dt (pi) = dt <sqrt1 ﬁ2> (10.11)

Je zfejmé, ze tyto dva vyrazy pfi malych rychlostech prechazeji na skutecné slozky nerela-
tivistickych sil. Kineticka energie se jako drive urcuje vztahem

dT —Fi= ZF% (10.12)

Rozepiseme-li tento vyraz, mame

dT d
; :zi:ui 1_52E (mu;) =
=4/1-[32 [Zuﬂi (muy) — u4§tp4] =
n

d 1 d d
— 32 o2 | e GP4 12!
1-p T [Eﬂ 2muu] ic 1 —ic—= I (10.13)

Z toho plyne, zZe .
Py = % (T + konst) . (10.14)

Pouzijeme-li znovu vyrazu (10.9) a postulujeme-li, Ze kinetickd energie hmotného bodu
v klidu je nulova, vidime, Ze konstanta v poslednim vyrazu je mc?. Z toho vztah (10.14) je

zE
- (10.15)

b= (reme) =

Z
o

kde E je celkovd energie, dand souctem kinetické energie T' a ekvivalentni energie hmoty

mc2.
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Dostavame nyni, ze
2 2 2 2, 92_ o E?
—miet =) pp = 0 A= - g

m .

7

tj.

2 2.4
<T+mc2) = B2 =m2 + 22 =" (10.16)

-5

coz je obecny vztah mezi energii a tfihybnosti.

LAGRANGEOVA FORMULACE

Jestlize maji ziskané vysledky souhlasit s Lagrangeovou formulaci, platnou pro nerelativi-
stické pripady, je nutné, aby
i = oL
(3 axl )

tj.
mx;  OL

Jelikoz 232 = 3" @2, integrace davé
%

L=-mc*/1-32-V(z;), (10.18)

kde je integra¢ni konstanta ze ziejmych duvodi zapsana jako V(z;). Odpovidajici La-
grangeovy rovnice pak musi byt

-4 <m> <_ dtpi> . (10.19)
Porovnanim s (10.11) se ukazuje, Ze toto jsou spravné pohybové rovnice, jestlize F; =
—0V/0x;. Nanestésti je tézké uskutecnit dalsi srovnani, protoZe neni lehké predstavit si
v této podobé jakékoliv realné sily. Podobné spojeni s parcialnimi derivacemi by bylo mozné
uskutecnit pro gravitacni sily, ty se vSak uz ve svém popisu vymykaji rdmci specialni teorie
relativity.

Ve zvlastnim pripadé volné castice, na kterou neptisobi sily,je takové ztotoznéni namisté.
V tomto pfipadé lze pohyb ¢astice popsat Lagrangeovou funkei podle (10.18) pfi V =0. Je
také mozné rozsitit tento popis na systém volnych Céstic, ale nikoliv na tuhé téleso, protoze
u tuhého télesa je ptisobeni mezi ¢asticemi okamzité.

Jelikoz specialni teorie relativity byla zformulovana tak, Ze zahrnuje elektromagnetické
jevy v obecné invariantni podobé, lze rozumné doufat, ze také Lagrangetv popis lze tak
zobecnit, aby tyto jevy, podobné jako v nerelativistickém pripadé, byly v ném obsazeny.

Sila ptisobici na castici o naboji e je dana Lorentzovym vyjrazem:

F:e(E—l—ivx B) (3.16)
a jiz dfive jsme ukézali, Ze tento vztah miize nabyvat podoby:
d 0 0 1
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Tato vyjadfeni jsou zaloZena na pozorovanich, uskutecnénych pri malych rychlostech castic,
a neni tedy jasné, jsou-li pouzitelnd v obecném pripadé. Plati-li pfi vSech rychlostech, pak
relativistické pohybové rovnice hmotného bodu v elektromagnetickém poli jsou:

d mi; _(d 0 0 1
< (W) _e (dt(%i _ 81:) (gp - Cv.A> . (10.20)
Dalsi pozorovani, provedena na c¢asticich o vysokych energiich, ukazuje shodu mezi jejich
skuteénym pohybem a vypocty podle (10.20) pii v; = &;. Lze tedy usuzovat, ze (10.20)
jsou spravné pohybové rovnice a neni tézké podle predeslych uvah dojit k tomu, zZe lze tyto
rovnice odvodit za predpokladu platnosti Hamiltonova principu

5 / Ldt =0,
kde

L:—mc%/l—ﬁ?—e(gp_iz:'ciAi) (10.21)

Rozsifeni této metody na systém nabitych ¢astic je obtizné, nebot je nutné uvazovat jejich
vzajemné elektromagnetické ovliviiovani.

HAMILTONOVA FORMULACE

Pouzijeme-li definice p; = dL/0t;, kde L je dano vztahem (10.21), prostorové slozky
hybnosti nabité ¢astice v elektromagnetickém poli jsou:

pi= i1 S A, (10.22)

VI-F

Nelze nic bezprostiedné Tici o ¢asové slozce, protoze v Lagrangeoveé popisu nebyla uvazovana.
Hamiltonian jest:

JI-2
HZZPZ‘CL‘ —Lzzpilmﬁ (pz‘ - gAi) +mc2\/1-32+e (gp— iv.A) =

2
= e\/m2c2 + (p —~ %A) + e, (10.23)

nebo

2
H=-"%_4¢p. (10.23")

-7

Jako i dfive, Casova zména zvétsovani kinetické energie nabité castice je dana vyrazem
dr . d . d mi; d mc?
T oyndnosad ()-8 (). s
dt - dt - dt \ \/1-p2 dt \ /1-p2
Je-li opét T'=0 pii ; =0, je
9 1
T =mc 1]. (10.24")
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Z (10.20) a (10.24) dale plyne, ze
dr . (d 0 0 1 1
1

Zavedenim elektromagnetickych potencialt

- 10A
E=-Ve-Cor
je
dT 10A\ d Jdp e O0A
T v (V +c@t> ——E(ego)jteﬁ—gv.ﬁ,
tj.

d _ (O0p 1 OA
(h(TqLego)—e(atcv.at),

nebo konec¢né

dp 1 aA) . (10.26)

%(mc2 +T+ep)=e (825 -V
Veli¢inu (mc? + T + ep) = E lze povazovat za celkovou energii nabité ¢astice. Vyznam
¢lenti na pravé strané rovnice (10.26) je ten, Ze predstavuji zvétseni celkové energie ¢éstice
ptsobenim nabojt a proudi, které zptisobuji ¢asovou zménu intenzity pole. Pii této pred-
stavé je hamiltonidn identicky s celkovou energii, jak je to mozné vidét porovnanim (10.23’)
a (10.247). Avsak poznamenejme, ze Lagrangeova funkce nemize byt prirovnana k takovému
vyrazu, jako je (T + mc? — ep), ktery by podle piedpokladu plynul z nerelativistického pii-
padu.

Vyraz (10.23), poskytujici hamiltonidn v jeho kanonické podobé, slouzi jako vychozi bod
Diracovy relativistické kvantové teorie elektronu.

Nyni jsme ukézali, Ze rovnice, popisujici pohyb jedné nabité ¢astice v elektromagnetickém
poli, mohou byt odvozeny jak Lagrangeovou, tak Hamiltonovou metodou. Jak uz bylo dfive
pripomenuto, rozsifeni téchto metod na systém nabitych ¢astic nebo na ptipad pohybu vlivem
jakychkoliv druhych ¢initelti, napt. gravitacniho pole, neni nijak jednoduché.

KOVARIANTNf FORMULACE

Pouzijeme-li tenzorového poc¢tu v mnohem vétsi mife nez doposud, lze zapsat obdrzené
vyrazy v podobé, jez se lisi od podoby pouzité v predchazejicich ¢lancich. Vychozim bodem
je zde ta okolnost, Ze skalarni veli¢inu 7 (tj. vlastni ¢as) lze povazovat za zobecnéni proménné
t, jelikoz t je v nerelativistické mechanice rovnéz skalar. Zobecnény Hamiltontiv princip pak
je:

5/Ldr —0; (10.27)

je-li L skalar, bude tento princip stejny ve vSech odecitacich soustavach. Takovato forma
zapisu se nazyva kovariantni.

Neni tézké vidét, ze pii volbé
L
muy, (10.28)

L=y

\S]
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ma tato funkce pozadovany tvar a vyhovuje vSsem podminkédm, kterym musi vyhovovat
lagrangian pouzity k popisu pohybu volné ¢astice hmotnosti m.

Je nutno si nyni uvédomit, Ze existuji ¢tyfi proménné x,,, které maji pii takovém piistupu
stejnou dtilezitost, takze jsou opravnéné ¢tyti pohybové rovnice tvarru:

d (oL\ oL
o= ((‘3%) o, 0, (10.29)

kde x}, = dx,/d7. Z (10.28) pro tyto rovnice plyne, ze

(%(mw) —0: (10.30)

tfi rovnice, odpovidajici obycejnym prostorovym soufadnicim, prechéazeji na

< ( : —62) —0, (10.31)

jejichZ opravnénost byla jiz diive prijata. Ctvrta rovnice je

% (\/%) ~0 (10.32)

a vyjadruje neproménnost celkové energie.
Slozky hybnosti budou nyni také ¢tyfi:

= muy,. (10.33)

p“:&%

vvvvvv

Pro jednotnost musi byt nyni hamiltonidn definovan jako

H=Y pu, - L, (10.34)
o

kde soucet je pfes ¢tyfi, nikoliv ptes tii ¢leny. Toto dale dava, ze

2
p 1
H=> ﬁ = f§m02\/1 - 2, (10.35)
L

coz neni identické s celkovou energii <E = \Z%) . Kanonické rovnice jsou
i( ) = o i(x ) = oH
dr \Pw) = 0z’ dr " dp,’

coz odpovida platnym vztahtim.

Bylo by mozné se domnivat, jelikoz hamiltonian a celkova energie nejsou totozné, ze
vzniknou proti této formulaci opravnéné namitky. Tomu ale nemize tak byt, protoze tento
zapis plyne ze c¢tytslozkové hybnosti pti vyrazu, odvozeném v této kapitole diive —

_E

- (10.15)

Y2
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Pti kovariantni formulaci pohybovych rovnic na rozdil od té, které bylo pouzito v predeslych
¢lancich, je energie urcena derivaci lagrangianu.

Budeme-li zkoumat pohyb castice v elektromagnetickém poli, musime potencidly A a ¢
omezit urc¢itymi podminkami. Pfi urcovani téchto veli¢in vladne jista liboviile, kterou lze
riznymi zpusoby odstranit. Pti relativistickych tivahach je vyhodné volit:

10¢

vA+cm

0. (10.36)

Ctyfvektor. Vztah (10.36) 1ze nyni prepsat na:

3(i<p)_ ,
Z axz T =0, (10.36')

z ¢ehoz je mozné usoudit, ze Ctyfi veliciny (Ay, Ag, A3, Ay = i) jsou slozkami ¢tyfvektoru.
Vztah (10.36) uréuje, ze ¢tyfdivergence tohoto vektoru je nulova.

Zavedeme-li do iivah tento novy vektor a vratime-li se k nekovariantni Lagrangeové funkci
pro nabitou castici v elektromagnetickém poli, mizeme predpokladat, ze pro dany piipad
v uvahu pripadajici kovariantni Lagrangeova funkce muze byt:

L= Z{ mu + Aﬂu#] (10.37)

Je to skalarni veli¢ina; prvni pozadavek je takto splnén. Odpovidajici pohybové rovnice by
byly

(‘ft (muy+SA) = ;iuygi’;; (10.38)
to lze redukovat:
% <\/%> —e (E+ Lo B) (10.39)
a 2
% (J%) —ev.E. (10.40)

Rovnice (10.39) byly uz dfive uvedeny jako spravné. Rovnice (10.40), odpovidajici ¢asové
soufadnici x4, souhlasi s rovnici (10.25). Navrzena Lagrangeova funkce poskytuje takto
spravnou soustavu pohybovych rovnic.

Slozky hybnosti plynouci z (10.37) jsou:

€
Pu = muy + —Ap. (10.41)

Prvni t¥i z téchto rovnic souhlasi s (10.22), jsou tedy pfijatelné, ¢tvrtd z nich se diive
neobjevila:

Dy = muy + A4 (/1’% ) (10.42)

Vyraz v zévorce byl diive ztotoznén s celkovou energii ¢astice [viz diskusi k (10.26)]; z toho
v ptipadé volna (??7?) ¢astice:
py=1E/c. (10.43)
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Hamiltonian jest
H= A ‘AN =S Lz = L 10.44
=D Duy - —Z%@u—g u) —Z§m“u—_§mc- (10.44)
T p 1t

Tento vyraz opét neodpovida celkové energii. OvSem podle (10.43) tato okolnost nema
velky vyznam. Kovariantni zapis poskytuje takto vyjimecné elegantni formu pro fyzikalné
zajimavé veli¢iny (rovnice pohybu) a hodnoty (hybnost a energie). JestliZe je to opravnéné,
Newtoniiv popis je narusen, jelikoz pojem sily nyni mizi. Je ovSem kone¢né mozné urcit
slozky sily, uvazujeme-li znova pohybové rovnice v obycejnych prostoro-c¢asovych oznacenich,
ovsem nejsou takové obycejné tenzorové veli¢iny, kterym by tyto slozky odpovidaly.

Vysledky vylozené v tomto ¢lanku metodou Lagrangeovou a Hamiltonovou odpovidaji
ve své podstaté vysledktim z predchazejicich ¢lanki. Je nutné ovSsem poznamenat, ze pii
takovémto kovariantnim zapisu jsou potfebné velmi prosté vychozi vyrazy. Lagrangeova
funkce podle (10.37) je nejjednodussi skaldrni vyjadfeni, kterého je mozné dosdhnout; pii
tom predpoklddame, Zze dané funkce zévisi od takovych velicin, jako je z,, uy a A,. Takové

vvvvvv

v souvislosti s tim budou studovany zaklady teorie pole.
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xi. POLE

Znamenitym vysledkem moderni fyziky je velky pocet objevenych a identifikovanych ele-
mentdrnich c¢dsticCasticelelementarni. Kromé velmi dobie znamych elektroni, protoni neu-
trond a fotond je zndm nyni az nebezpecné velky pocet mesoni a hyperonid. *) Bude nutné
uskutecnit velmi velky pocet vyzkumi, nez bude mozné klasifikovat i znamé uz typy castic;
nicméné v teoretickych tivahach bylo jiz dosazeno znac¢nych pokroki.

Nejpozoruhodnéjsi vlastnosti vSech doposud objevenych castic je, Ze se jednak chovaji
jako cCastice v klasickém smyslu, jednak jsou spojeny s nékterou podobou vlnového pohybu.
Historicky byly nejprve zkouméany jako obycejné hmotné ¢astice; vlnové vlastnosti, popiso-
vané kvantovou teorii, byly sledovany mnohem pozdéji. Pro fotony byl rozvoj teorie opacny;
nejprve byla propracovana teorie elektromagnetického pole, pricemz se ukazovalo, zZe nékteré
vlastnosti elektromagnetickych vin lze objasnit zavedenim diskrétnich objekti, podobnych
hmotnym ¢asticim a nazvanych fotony.

Tato vlnocasticova dualita byla nyni pfijata jako obecna vlastnost vSech typi elemen-
tarnich castic. PrTi rozpracovani teoretického popisu se ukazalo nejlepsim zkoumat jev ne-
jprve jako vlnovy a pak teprve pfejit na korpuskularni predstavu. VInovy popis ale vyjadiuje
rozvoj teorie pole. Toto je klasicky vyraz. Na urcitém stupni se sem zavedou pravidla kvan-
tovani a tehdy je mozné interpretovat nékteré vysledky za pomoci korpuskularni koncepce.

Teorie pole se rozvijela jako logické pokracovani teorii spojitych hmotnych prostiedi.
V této kapitole bude snaha poskytnout kratky vyklad zakladnich rysi téchto teorii. Kvan-
tovémechanické stranka véci bude ovSem mimo naSe tivahy, nebot zavedeni pravidel kvan-
tovaniodpovida zpiisobu, jenz byl vylozen v kapitole IX.

Nejznaméjsim prikladem systému zkoumaného typu je elektromagnetické pole. Je mozno
je popsat bud pomoci intenzit elektrického a magnetického pole, nebo pomoci funkci, které
jsou skalarnim a vektorovym potencidlem; v obou pripadech jsou vysetfované veli¢iny spojité
funkce soutfadnic a c¢asu. Tento zptisob popisu je koneckoncii zaloZen na pozorovani pohybu
obycejnych hmotnych ¢astic nesoucich elektricky naboj. Koncepce spojitého pole se zavadi
proto, aby bylo mozné vyhnout se pojmu ,,ptisobeni ¢astic na dalku“. Zdroji pole jsou naboje
nesené casticemi. Takova predstava se zdokonaluje a idealizuje natolik, Ze existenci pole lze
v nékteré podobé predpokladat i v pripadé€, ze naboje nejsou pritomny. Vlastnosti tohoto
elektromagnetického lze popsat soustavou diferencidlnich vztahii, znamych jako Maxwellovy
rovnice. Obvykle se o nich bude hovorit jako o rovnicich pole.

Predpoklada se, ze podobné jako je elektromagnetické pole pridruzeno fotoniim, ostatni
pole jsou pridruzena k jinym typtm elementarnich ¢astic. Tato pole nejsou vzdy tak slozita,
jako je pole elektromagnetické; néktera jsou opravdu mnohem jednodussi. Zakladni dom-
nénka je zde takova, ze vlnové vlastnosti libovolnych ¢astic lze vyjadfit pomoci soustavy

*) Viz napf. ¢lanek Shapiro, A. M.: Rev. Mod. Phys. 28, 164 (1956).
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rovnic pole obsahujicich jednu nebo vice polnich proménnych. Predpoklada se dale, zZe tyto
rovnice jsou invariantni k Lorentzové transformaci,*) takze vyhovuji relativistickym poza-
davklim, aby totiz vSechny zakladni pfirodni zdkony mély ve vSech odecitacich systémech
stejnou podobu. Tomu jiz vyhovuji Maxwellovy rovnice, ackoliv rozviti teorie elektromag-
netického pole predchazelo vzniku specialni teorie relativity.

Polni proménné jsou pfimému pozorovani nepristupné, jejich hodnoty lze vSak dedukovat
z pozorovani hmotnych systémi, jak je tomu u elektromagnetického pole. Tato okolnost
dovoluje obejit otazku o podstaté téchto proménnych. Jsou tak redlné jako vektory intenzit
elektrického nebo magnetického pole nebo potencidly v klasické mechanice. Nejlepsi je zk-
oumat je jako matematické objekty, jejichz vyznam spociva v moznosti jejich pouziti k popisu
a k predpovédim pozorovani pristupnych zmén ve vlastnostech hmotnych systémii.

Teorie pole popisujici relativistické vlnové vlastnosti obycejné hmoty pouziva takovych
relativné obtiznych pojmi jako jsou spinory. Jakakoliv ivaha o spinorovych polich by
nas privedla za ramec této knihy a pro ilustraci nasich avah stac¢i pouzit znacné prostsich
systémt. Nehledé na nebezpeci neredlnosti je lepsi zkoumat elementarni, nékdy dokonce
hypotetické priklady, které jednoduchym zptisobem vyjadiuji zkoumané principy, nez chtit
uskutecnit znacné slozitou analyzu, ve které by se mohly tyto principy rozplynout. Pokusime
se seznamit Ctenaie v obecnych rysech se zdkladnimi sméry, ve kterych se teorie pole rozviji.
K podrobnéjsimu studiu poslouzi ¢tenafi dila uvedena v prehledu literatury.

LAGRANGEOVA FORMULACE

Tato formulace, vylozena v kap. IX, ackoliv je nacrtnuta specialné pro spojité hmotné
systémy, je tak vhodnym popisem, Ze by bylo mozné ho pouzit i pro Gspésny popis poli.
Podstata polnich proménnych se v ni nijak neomezuje, takze to mohou byt jak potencialy
elektromagnetického pole, tak i posunuti v pruznych télesech nebo rychlostni potencialy pii
proudéni kapaliny. Je skoro nepochybné, zZe lze nalézt funkce hustoty vyjadiujici vliastnosti
poli, je vSak nutné vyjasnit, povedou-li tyto funkce viibec k néjakému patrnému zjednoduseni.

Obecna situace v teorii pole se ponékud lisi od téze situace v teorii spojitych hmotnych
prostfedi. Posledni z téchto systémil je jasny uz ve svych zakladnich predstavéach, takze
analytickda metoda se pouziva pro zjednoduseni zapisu pohybovych rovnic do tvaru, ktery je
vhodny pro feseni konrétnich tiloh. V teorii pole predbézné znalosti o zakladnich vlastnos-
tech obycejné neexistuji a analytické metody se pouziva jako vychoziho bodu teoretického
popisu. Uvazovani rozliénych typt Lagrangeovy hustoty dovoluje doufat v tispésné objas-
néni nékterych pozorovanych jevi. Analytickd metoda je empirickou v tomtéz stupni jako
metoda, pii které se bezprostiedné predpokladaji formy rovnic pole, ale rozsah moznosti je
znacné zuzen.

Bylo nalezeno, ze vlastnosti spojitych prostfedi lze shrnout do rozsifené formy
Hamiltonova principu:

6//£dth:0, (9.12)

kde v obecném piipadé £ = £(n("), ﬁ(r),nl(ir),xi, t).
Bylo jiz feceno, ze teorie pole musi byt dostatecné obecné, aby zahrnovaly také postulaty
specialni teorie relativity. V souvislosti se studiem pohybu hmotného bodu z analytického

hlediska v kap. X bylo shledano moznym zahrnout relativistické zakony dvéma zptisoby.

*) V tomto jednodussim vykladu jsou uvazovany pouze vlastni Lorentzovy transformace.
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Z nich byl kovariantni zpiisob nepochybné jednodussi. Je povazovan za vidéi princip pro
predstavu déjia v piipadé poli. Nelze ovSsem prevzit kovariantni zapis presné v té podobé,
jak byl vyloZen v kap. X, avsak opétné vySetfeni (9.12) navozuje novou moznost. Jelikoz
dV = dzidzodes(= d3x) a x4 = ict, lze tuto rovnici prepsat na

5/£d4:ﬁE(S////Edazldmgdazg,dm =0, (11.1)

kde byl konstantni faktor ic zahrnut do £. Nekone¢né maly soucin dtz = dxidrodrsdr, pred-
stavuje element objemu v Minkowskiho ¢tyfprostoru a jako takovy je invariantni k Lorentzové
transformaci. Sam vyraz (11.1) je tedy také invariantni za podminky, Ze £ je skalarni veli¢i-
nou. Tato podoba Hamiltonova principu je povazovana za vychozi pro popis poli. Jelikoz
je pouze prepisem diive pouzitého principu, jsou zde pouzitelné i vSechny ptredeslé duisledky.
Zejména pohybové rovnice (v novém zapisu) budou:

d oc oc

—0. (11.2)

Tyto rovnice budou nyni nazyvany rovnicemi pole. Jejich invariantnost k Lorentzovym
transformacim je zabezpecena invariantnosti Hamiltonova principu v podobé (11.1).

TYPY POLf

a) Skalarni pole. Nejjednodussi myslitelny typ pole je pole o jedné realné skalarni polni
proménné ¢. Omezime-li derivace ¢ jen na derivace prvniho fadu, pak skalarni veli¢iny,
které 1ze z nich vytvorit, zahrnuji celé stupné ¢ a 3" (d¢/dz,)?.

m

Jednoduché Lagrangeova funkce hustoty, zaloZena na téchto veli¢inach, bude:*)

_ dp\? | 2 o
E—Q{Z(dxu) + k2p? ] . (11.3)
I
Z rovnic (11.2) plyne, ze odpovidajici rovnice pole by méla vzhled:
2
S CE R =0,
m dzj,
¢ili
(@ -k)p=0, (11.4)

kde O = V2 - C%éi—; je d’Alembertiiv operator.
Vyjdeme-li z obecnych zaklad kvantové teorie, lze dokazat, ze takové pole popisuje vinové
vlastnosti netralnich ¢astic, majicich klidovou hmotnost m = kh/2mwc. Experiment ukazuje,
Ze takové Castice existuji a nazyvaji se m-mezony.
Byly vysettovany také jiné mozné typy skalarnich poli. Lze napt. ukazat, ze komplexni
skalarni polni proménnd ¢ = @1 + iy je pridruzena k elektricky nabitym casticim.

*) Viz poznadmku pod ¢arou na str. (?7?), kde je vyloZena pouzitd symbolika derivovani.
99



Vv

Elektromagnetické pole je ve skutecnosti prikladem takovéhoto pole.
Elektromagnetické pole bez pritomnosti hmot je popsdno Maxwellovymi rovnicemi pro
volny prostor s nulovymi hustotami prostorovych naboji a proudd, tj.

1dB

1dE
V.E=0, VXB_EE' (11.5b)
Defini¢ni vztahy pro funkce vektorového a skalarniho potencialu jsou:
1dA
B=vxA, E__W)_EW' (11.6)

Na zakladé téchto definici vztahy (11.5a) jsou prosté identity a nebudou dale uvazovany.
Takto jsou vlastné rovnicemi pole rovnice (11.5b).

Jak jsme ukazali v kap. X, lze ¢tyfi veliciny Ay, Ay, A3, Ay = i@ ztotoznit se slozkami
¢tyfvektoru ze vztahu
1dy
cdt
ktery zmensuje libovili v definici (11.6)**) a soustfeduje pozornost na tzv. Lorentzovu
kalibraci. Pouzijeme-li této kalibracni podminky, mohou byt rovnice (11.5b) pfepsany do
relativisticky invariantni formy:

V.A 0,

d (dA, dA,\ .
deﬂ (dl‘y - dl‘u) _Oa (117)
"

jinak, definujeme-li antisymetricky tenzor druhého radu £}, jako

_d4, dA,
dey dzy’

Fu (11.8)

rovnicemi pole jsou

dFHV — ’
> =0 (11.7")
m

Neni obtizné vidét, Ze tyto rovnice lze odvodit z Hamiltonova principu tvaru (11.1), kde

2
L—aZZ(FMV)Q—aZ((iéS _‘3;1:) . (11.9)

oV

Je nutné zde upozornit, ze ackoliv tato jednoduchéa forma lagrangianu dava spravné rovnice
pole, neni uspokojujici z jinych pfic¢in. Lec jeji zmény jsou nevyhnutelné pouze pti opusténi
Lagrangeovy metody a nebudou zde uvazovany.

Byly uvazovany i jiné typy vektorovych poli. Zvlasté jsme ukazali, ze, jako ve skalarnim
pripadé, vyznacuji komplexni slozky pole pritomnost elektrického ndboje u odpovidajicich
castic. Dalsi zobecnéni, zalozené na neklasickych avahach, spociva v predpokladu, ze céstice

) Veliéiny A, zlstévaji libovolné az na aditivni veli¢iny dA/dz,, kde OA = 0. To neni
zavazné. Nicméné velic¢iny E a B musi byt plné urceny.
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spojené s jakymkoliv vektorovym polem maji vnitini moment hybnosti o modulu h/27 (jed-

notkovy spin). Toto je rozdil oproti skaldrnim polim, jez jsou spojena s ¢asticemi o nulovém

spinu.

c) Spinorovd pole. VInové vlastnosti obycejné hmoty byly také popsany terminy teorie pole.
Tento popis zahrnuje specialni veli¢iny, specialni polni proménné, zndmé jako spinory.
Nebudeme je dale uvazovat, jen poznamenejme, ze odpovidajici ¢astice maji polociselnou
hodnotu spinu. To ovSem souhlasi s pozorovacimi daty.

V libovolné teorii pole typ polnich proménnych vzdy urcuje hodnotu spinu odpovidajicich
¢astic. V libovolném zvlastnim pfipadé tato okolnost znovu zuzuje oblast moznych forem
Lagrangeovy funkce hustoty. Jist4 pozornost byla vénovana polim s ¢asticemi, jejichz spin
nebyl ani 0, ani %, ani 1, nejdilezitéjsi jsou vsak pole uvazovana diive. Pii konstruovani
Lagrangeovy hustoty se obycejné omezujeme na funkce, které obsahuji nejrozlicnéjsi polni
proménné ne ve vyssim nez ve druhém stupni. To souhlasi s obvyklou zkusenosti, Ze rovnice
pole jsou diferencidlnimi rovnicemi nejvyse druhého fadu.

INTERAKCE POLI

Do této chvile byla uvazovana toliko jednotliva ,volna“ pole. To uz zduraznuje cast
obecnéjsi ulohy, jako je vzajemné ptlisobeni poli mezi sebou. Tato okolnost je potvrzena
Maxwellovymi rovnicemi, které v nejobecnéjsi podobé obsahuji ¢leny, jez vystihuji hustotu
proudil a ndboji a v konecném souhrnu popisuji interakci mezi elektromagnetickym polem
a spinorovym polem spojenym s obyc¢ejnou hmotou. Skuteéné bez takovych interakei s polem
hmoty by nebylo mozné pozorovat jakékoliv dalsi vlastnosti ostatnich typi poli.

Aby popis zahrnoval interakci, predpokladejme, Zze dvé spoluptsobici pole A a B lze

popsat pomoci Lagrangeovy funkce hustoty tvaru
£=rA) LB ¢ ﬁ(int)’

kde £(4) a E(B)‘ se vztahuji k izolovanym ,volnym® polim, c(int) zachycuje interakci obou
poli. Funkce £(1%) je v obecném piipadé skalarni funkei obou souborti proménnych. Tento
obecny pfipad lze osvétlit nasledujicim ¢isté hypotetickym prikladem:

Necht A je skalarni pole s jednou proménnou ¢ a necht lze jeho vlastnosti vyjadrit La-
grangeovou funkci hustoty

2
(4) _ de ) 2 2
c > ( Lz, + k2p
n
a B necht je vektorové pole s hustotou

o =y ()"

Vit

Vlastnosti celého systému lze pak vyjadrit jako

- dz, Y dz, ’ '
1% 1272
pricemz £(int) je skalarni funkce ¢ a v,. Naskytaji se dvé jednoduché moznosti:
(int) _ de
c 9%:% Y (11.11a)

101



£0m0) = g0 3 (1), (11.11b)
W

kde g a ¢’ nezavisi na polnich proménnych a nazyvaji se konstanty spojeni. Rikéa se pak, Ze
vztah (11.11a) poskytuje gradientni, vztah (11.11b) pfimé spojeni mezi obéma poli.
Za predpokladu, Ze plati gradientni spojeni podle (11.11a), celkovy lagrangian je:

L= Z(dgp) + k2 2+Z(dwl’) +g§¢u(;1;i. (11.10")

Obvyklym zptisobem lze obdrzet odpovidajici pohybové rovnice, tj.

dy) 4%,
2 —_ /‘L p—
2§:d% 2k2¢ gE:dxu’ }: o2 dx”. (11.12)

Takto tedy vliv interakce poli vede k novym ¢lentim. které jsou predstavovany pravymi
stranami rovnic (11.12) a které dfive ve vlnovych rovnicich nebyly.

Opét je tfeba zddraznit, ze uvazovany piiklad je ¢isté hypoteticky, slouzi vSak k zna-
zornéni obecného pfipadu A% takovémto obecném pripadé lze presna feéeni nalézt pouze
se obvykle zkoumaji pomoci nékterych metod teorie poruch, pfi jejichz pouziti se interakéni
¢leny pokladaji za malé. Tato metoda je pouzitelna pro pripad interakce mezi elektromagnet-
ickym polem a obycejnou hmotou, ale u nékterych znamych ptripad konstanty spojeni jsou
tak veliké, ze uvedené metody nelze pouzit. Toto pak predstavuje hlavni problém moderni
teoretické fyziky.

Teoretické vySetfovani interakci mezi elementarnimi ¢asticemi se prevazné soustieduje
na kontrolu prostsich typt lagrangianii interakce, pricemz se tento pristup ukazal v celku
zivotaschopny. Mezi velmi slozité moznosti je tfeba zahrnout soucasnou interakci mezi vice
jak dvéma poli. V hornich tivahach se predpokladalo, Ze vSechny proménné, které jsou
obsazeny v Lagrangeové hustoté spoluptiisobeni, se vztahuji k témuz bodu pole, nebo jinak
fedeno, interakee je lokdlni. Uvahy lze také rozsifit a zahrnout velmi obecné typy nelokdlnich
interakci. VsSechna takova takova rozsifeni musi byt ovSem uvazovana seriozné, jelikoz,
nehledé na dosazené teoretické tispéchy, objem dosazenych objasnéni je jesté neporovnatelné
maly. Jednoduché teorie jsou atraktivni, neni vSak logicky podlozeno, ze vSechny jevy lze
popsat pomoci jednoduchych lagrangiant.

INTERAKCE MEZI ELEKTROMAGNETICKYM POLEM A HMOTOU

Jak uz bylo zdtraznéno diive, iplny popis spinorovych poli spojenych s hmotou se vymyka
ramci této knihy. Pochopitelné je pak neticelné uvazovat interakci mezi elektromagnetickym
a spinorovym polem. Nicméné Ize tento ptripad osvétlit jinou cestou.

Bylo shledano, ze spravné rovnice pro ,,volné®“ elektromagnetické pole plynou z Hamiltonoval]

principu tvaru
2
] Se (G -y dndndndz=o (113
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Rovnéz tak forma Hamiltonova principu, poskytujici spravné relativistické pohybové rovnice
nabité castice v elektromagnetickém poli, byla nalezena v kap. X a je:

5/ (mc%/l -2 +Ziﬁ3uf4u) dt = 0. (11.14)
n

Je pfijatelné kombinovat oba tyto principy v jeden, ktery by popisoval vlastnosti takto
spojenych systém, tj.

5/{2.10(m02,/1ﬁ2+;iiu ) /Z(dxi‘ iﬁ:)Zd%ldu:u (11.15)

Tento novy princip jisté poskytuje spravné pohybové rovnice ¢astice z variaci souradnic
této Castice. Vysledek variace A, lze obdrzet pouze po takové pfedbézné premeéné (11.15),
kdy jsou vSechny ¢leny obsahujici A, zahrnuty pod spole¢né integra¢ni znaménko. Konecné
polozime

S Ay = /g:buAﬂé(r— ro)d’z, (11.16)

kde 0(r—ry) = 0(xq — x(lo))é(xg — xéo))é(:cg ~ xgo)), pfi¢emz ry = (xgo), :L';O),xgo)) je polohovy

vektor hmotného bodu a d(x — zg) je Diracova delta-funkce, uréena tak, ze

dxr—-x9)=0 pi z#xp a /f(x)(S(x —xg)dx = f(xg), (11.17)
jestlize oblast integrace zahrnuje x.

Dale ztotoznime ed(r—ry) s hustotou naboje ¢ (v presném souhlasu s pfedchazejicim, jezto
je nekonecna pii r= ry a nulova v ostatnich mistech); odtud

/gd3x = /eé(r— r)d3z =e. (11.18)

Polozime nyni o, = ju, kde j; jsou tii slozky normalniho vektoru proudu a j4 = icp. Po
takovych zméndch (11.15) je:

5/{ m 1o+ [ |1

S velicinami A, lze nyni uskutecnit variaci:

2

ZJMAM +ica Z ( dz, d% )

d%} dzy=0.  (11.15)

dA, dA)\ _ .
dic azda:,, <de dﬁu) = ju. (11.19)
Ptevedeme-li tyto rovnice do bézné podoby, mame
1dE 1
B--—=-——"—>
VXBTCe T diac) (11.20)
—__ 2
v-E= diace’
Jestlize a = —1/16mic, lze tyto rovnice ztotoznit s nejobecnéjsi formulaci Maxwellovych

rovnic, které plati pfi nenulovych hustotach proudd a naboji.
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Jelikoz vsechny prislusné pohybové rovnice mohou byt takto z hybridniho Hamiltonova
principu (11.15) odvozeny, lze usuzovat, ze takto lze reprezentovat vSechny spoluptisobici
systémy. Jako vysledek nalezeni souvislosti mezi odvozenou a prijatou formou rovnic byla
urcena hodnota konstanty «, ktera jinak byla libovolna. To plyne z toho, Ze vSechny vyrazy
byly zapsany jako homogenni funkce a vSechny ¢leny integrandu (11.15’) odpovidaly energii
nebo hustoté energie. Plyne to z faktu, ze

2
icaZ(dA“ dA”) - (B-F), (11.21)
[TR%

dr, dx, 8w

kde 1ze lehko poznat znamé vyrazy pro hustotu energie elektrického a magnetického pole.
Vyraz >(1/c)j Ay 1ze ztotoznit s interakéni Lagrangeovou hustotou v uvazovaném pii-
M

padé. Ma tentyz vzhled jako odpovidajici ¢len ve velmi obecném piipadé, v kterém jde
o interakci mezi elektromagnetickym a spinorovym polem.

HAMILTONOVA FORMULACE

Vychozim bodem pii vykladu Hamiltonovy metody, jako jiz v kap. X, je urceni sdruzené
hybnosti

(- 9L _ 1 0L
T o e o’ (11:22)

Uvedeny nazev je zde jesté zachovan, avsak samy veli¢iny jiz ztratily ptivodni vyznam hyb-
nosti. Nékteré tézkosti jsou zpiisobeny tim, Ze takto urcené veli¢iny nejsou relativistické,
jelikoz je od nich speciadlnim zpiisobem oddélena casova soufadnice. Moznost obejiti tyto
tézkosti vysvétlime v poslednim ¢lanku. V mnohych pripadech ji 1ze zanedbat a v tomto
okamziku se spokojime s definici (11.22) a pfevedeme Hamiltontiv formalismus z kap. XI na
vyrazy se Ctyftenzory.

Hamiltonova funkce hustoty je definovana jako

H=3)"0r0) =3y L. (11.23)

Pro kanonické rovnice plyne jako drive
(T’):_ 5H (T’): 5H ’
7 7(57;(7’) , N 500 (9.23")

Nemé ovsem smysl pfevadét tyto rovnice do novych oznaceni vzhledem k jejich skutecné
neinvariantni podstateé.

Lagrangeova funkce hustoty, zahrnujici vlastnosti zadaného pole, je urcena presné az na
aditivni ¢tyrdivergenci néjaké funkce ctyrvektoru polnich proménnych. Nastava to proto,
ze rovnice pole a integralni funkce jako H, majici urcity fyzikalni smysl, se pti takovychto
ptidavcich neméni.*) Na druhé strané tyto pfidavky meéni funkciondlni zavislost v hamil-
tonianu i v ostatnich funkcich hustoty. Ziskaného stupné volnosti je pouzito k zajisténi
symetrie tenzoru napéti—energie-hybnosti, jak se o tom pojednava v nasledujicim ¢lanku.

*) Variace ptridavnych ¢lenti, objevujicich se v integrandu Hamiltonova principu, jsou nulové.
Takové cleny pri integraci davaji nulu, jak tomu bylo pii pojednani o zadkonech zachovani
v kap. IX.
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Energie byla piivodné definovana v souvislosti se studiem obvyklého systému castic; tento
termin tedy ztrati sviij vyznam, nebude-li mozné jej znovu k takovymto systémtm vztahnout.
Z toho logicky plyne, ze se nelze odvolavat na energii pole, pokud nebude vzata v tvahu
interakce mezi zkoumanym polem a polem spojenym s obcejnou hmotou. Pfesné feceno jde
o ten vztah, ktery byl nalezen v predeslém c¢lanku a v némz byla udana hodnota libovolné
konstanty v Lagrangeové funkci hustoty pro elektromagnetické pole.

ZAKONY ZACHOVANT

Lze dokazat, Ze soucasné s ostatnimi vysledky zakony zachovani hustot z kap. IX jsou
pouzitelné pri téchze omezenich i k polim, t;.

dH de
LTI e ) (9.25')

ng Z d —0. (9.29)

Uvazované veli¢iny mohou byt vsak pti urmtych sjednocujicich vztazich spojeny:

oc (r
Tw=Y Tn‘(y) — L, (11.24)
Oy
jelikoz
. oL (r .
Ty =ic) i) 77|(j) = —1G;,
B 1 oL (r) _ 1 . ,
Ti4—E;W7Z —%Sm (11.24")
9L ) o
T44 - ; 077(7") n L=MH,

kde jsou slozky (ij) totozné s témi jez mély v kap. IX stejné oznaceni.

Hodnoty 7}, mohou byt identifikovany jako ctyitenzor druhého fadu, ktery se obycejné
nazyva tenzorem napéti-energie—hybnosti. Lze snadno poznat, ze ¢tyti zakony zachovani je
mozné nyni vyjadrit jednim obecnym vyrazem pro ¢tytdivergenci

Z%TW = (11.25)
T

Ctyfdivergence néjakého tenzoru druhého ¥adu je vektor. Vztah (11.25) pak tvrdi, Ze v tomto
zvlastnim pripadé je tento vektor roven nule.
Jelikoz Ty, je tenzor, tu Ctyfi integraly

/T4ud3$5///T4Mdl‘1dl'2dl'3

jsou slozkami ¢tyfvektoru. Z (11.24°) plyne, ze
/T4jd31' = 7’L.C/gjd3l' = 7’L.CG]‘,

/T44d3$ = /Hd?’x =H

(11.26)
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tyto veli¢iny lze ztotoznit se slozkami vektoru
P, = (GI,GQ,GP,, Zf) . (11.27)

To odpovida vysledku pro relativisticky hmotny bod a s nim spojeného vektoru, ktery
je nazvan ctyrthybnosti pole. Lze na néj pohlizet jako na celkovou zobecnénou ¢tyrhybnost
hmotnjch bodt spojenych s polem.

Meéli bychom poznamenat, ze podminky, stanovené v kap. IX pro neproménnost veli¢iny
P, v case, jsou jesté pouzitelné, tj. nezavisle proménné z, nemusi byt explicitné obsazeny
v L, kazdy systém je konecny se svymi fyzikalnimi hrani¢nimi podminkami uvniti oblasti
integrace a nebo existuji néjaké periodické hrani¢ni podminky.

Vedle zachovani hybnosti lze uvazovat i zachovani zobecnéného vlnového momentu hyb-
nosti. MiZeme ukazat, Ze k tomu je zapotiebi, aby tenzor 7}, byl symtericky. Je tim zobec-
nén vysledek z kap. IX a obvykle se ma za to, ze pole dané podmince vyhovuje. V mnohych
pripadech sama forma Lagrangeovy funkce hustoty vede na tenzor, ktery je jiz symetricky.
V jinych pfipadech tomu tak neni, ale je jesté mozné pouzit doplnujici podminky, ktera
k prvotnimu tenzoru 7}, pfidava jesté druhy tenzor 77, vyhovujici vztahu

nz
d1?
TNI/ + T,L/Ll/ = TZ//L + T,L,Lyv Z dx,ul/ = 07
W G (11.28)
/ T, = 0.

Tyto podminky odpovidaji liboviili v definici £, jez byla diskutovana v predchazejicim ¢lanku.
Integraly pohybu lze urc¢it mnohem vhodnéji, nez jak to bylo provedeno zde, a to zejména
systematickou cestou z Hamiltonova principu.

KOVARIANCE

O pozadované kovariantni formulaci byla jiz zminka diive a Lagrangetiv popis, vyvinuty
v této kapitole, byl imyslné vykladan jiz timto zptisobem. Nelze to provést u Hamiltonova
popisu, ktery je zalozen na definici kanonické hybnosti:

A= 0L _1.0C (11.22)
DAt i€ oyt

Takto definované veli¢iny nejsou zfejmé lorentzovsky invariantni. Principialné tim pii pte-
chodu ke kvantové teorii vznikd potiz. Jak uz bylo ukizano v souvislosti se spojitym
prostiedim, kvantova pravidla jsou obvykle zavadéna urc¢enim hodnot komutatorti pro op-
eratory zobrazujici sdruzené proménné. *) Jestlize se kvantové vlastnosti musi zapsat v rel-
ativistickych pojmech, musi byt tyto komutatory invariantni; v pojmech spojenych s pred-
chazejicimi definicemi tomu tak neni.

Pro odstranéni téchto tézkosti je nutné piibrat velmi obecnou definici 7(7):

() =¥, 95 11.29
7\ =3 "n .
Z 1% an(r) ) ( )
K 1
*) Toto je spravné pouze pro pole spojend s ¢asticemi, kterd se Fidi Boseho statistikou (¢éstice
s celoc¢iselnym spinem). Pro pole vyhovujici Fermiho-Diracové statistice (polo¢iselny spin)
se kvantovani zavadi urc¢enim hodnoty néjakého antikomutdtoru.
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kde n, zobrazuji libovolné ¢asové sméry v Minkovského ctyiprostoru, tj.

> onZ =-1. (11.30)
I

Omezeni ¢asovych smeéri je dano potfebou Sifeni poruch pole pouze mezi udalostmi ro-
zlozenymi v Case.

Tento zplisob miize pii svém propracovani poskytnout odpovidajici kovariantni metodu,
zde jsme se ale omezili pouze na predestieni vznikajicich tézkosti a moznosti jejich prekonani.

ZAVER

V této kapitole v kratkosti naznaceny Lagrangetv a Hamiltontiv zédklad formulace teorie
pole mize byt povazovan pouze za tvod do problémii. Snazili jsme se zdtraznit obecnost
metod analytické mechaniky, které byly vyvinuty jako alternativa Newtonovych zdkont pro
popis pohybu hmotnych bodi. Podrobné rozpracovani teorii pole je velmi dlouhy a naroc¢ny
proces, avsak jejich formulace je pomérné jednoduché a elegantni véc. Na nékteré potize jsme
pri zjednoduseném vykladu pfirozené neupozornili, ale zakladni struktura byla dostatecné
jasna.
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